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Aufgabe 1

Betrachten Sie ein Teilchen mit Ladung ¢, das sich unter Einfluss von magnetischem Feld B =
V x A und elektrischem Feld E = dA/dt bewegt.

(a) Die potentielle Energie ist gegeben durch U = ¢ - A. Berechnen Sie die Lagrangefunktion
und den kanonischen Impuls.
(2 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass die Hamiltonfunktion der kinetischen Energie des Teilchens entspricht.
(2 Punkte)

(¢) Berechnen Sie die Bewegungsgleichungen des Systems und driicken Sie diese durch A aus.
(3 Punkte)

(d) Zeigen Sie, dass diese Gleichungen #quivalent zur Lorentzkraft ma = qE + ¢¥ x B sind
(3 Punkte)

Aufgabe 2: Poissonklammern

Betrachten wir einen Phasenraum mit den Koordinaten (qx,pr)reji;n]- Die Poissonklammer
zweier Funktionen f und g can folgendermaflen definiert werden:

- df dg dg Of
{fo9y= Zk: <6qk8pk - 8qk<’9pk>

(a) Betrachten Sie eine zeitunabhingige Hamiltonfunktion H und eine zeitabhingige Grofie A.
Beweisen Sie, dass die Bewegungsgleichung fiir A die Form

dA

— ={AH

= = {A,m)
annimmt.
(1 Punkt)
Nutzen Sie dies, um die Hamiltongleichungen umzuschreiben.
(1 Punkt)

(b) Erklidren Sie in wenigen Worten, warum diese Form der Bewegungsgleichung nicht von der
Kriimmung des Phasenraums abhéngt.
(3 Punkte)

Hinweise:
1. Was ist der Unterschied zwischen dem Gradienten in kartesischen Koordinaten (,flacher
Raum) und Kugelkoordinaten (,gekrimmter® Raum)?

2. Die erste Ableitung einer eindimensionalen Kurve gibt die Steigung an; die zweite Ablei-
tung die Kriimmunyg.



3. In manchen Fillen ist es mdglich die Poissonklammer ohne obige Defintion (sprich: ohne
Berechnung von Ableitungen) zu berechnen. Wir werden dies in Problem 4 verwenden.

(c) Beweisen die folgende Eigenschaften

(i) Antikommutativitéit: {f,g} = —{g, f}
(0.5 Punkte)

(i) Distributivitét: {f + g, h} = {f,h} + {g, h}
(0.5 Punkte)

(iii) Produktregel: {fg,h} = {f,h}g+ {9, h}f
(1 Punkt)

(d) Beweisen Sie die Jacobi-Identitét

{£ g, 13} +Ag.{h, 3} +{hA{f,9}} =0
(3 Punkte)

Aufgabe 3

(a) Betrachten Sie einen freien harmonischen Oszillator und nehmen Sie einen zusétzlichen li-
nearen Potentialterm Fypz an (Dies entspricht einer konstanten, homogenen Kraft). Zeigen
Sie, dass das resultierende System wieder ein harmonischer Oszillator ist.

(2 Punkte)

(b) Nehmen Sie an der Oszillator sei in Ruhe und zur Zeit ¢ = 0 werde der lineare Term
angeschaltet. Losen Sie.
(2 Punkte)

(¢) Nehmen Sie weiter an der Term wir zur Zeit T wieder ausgeschaltet. Losen Sie.
(3 Punkte)

(d) Betrachten Sie den Grenzfall T'— 0 mit fy = FyT konstant und losen Sie.
(3 Punkte)

Aufgabe 4: Anwendung der Poisson Klammern auf den ge-
kriimmten Phasenraum

Wir betrachten die Polarisation von Licht in Lichtwellenleitern (Glasfaserkabel). Sie kann be-
schrieben werden durch einen Vektor S auf der sogenannten Stokessphére, sodass die Pole die
zirkulare Polarisation darstellen und der Equator die lineare, etc (siehe Abb. 1). Beachten Sie,
dass diese Aufgabe keinerlei Vorwissen iiber Polarisation erfordert.

Da dies ein eindimensionales Problem ist, ist der Phasenraum eine Sphére und nicht die
iibliche R? Ebene. Die bedeutet eine Kriimmung des Phasenraums. Beachten Sie, dass diese
Aufgabe keinerlei Vorwissen {iber gekriimmte Riume erfordert. Das Ziel ist die Hamiltondynamik
mithilfe der Poissonklammern effizient und kriimmungsunabhéngig zu beschreiben.

Wir fithren zunéchst Zylinderkoordinaten ein

Sy =1/Sg — I?cos ¢
Sy =1/S8 — I?sin¢
S, =1

wobei der Grad an Linearitdt I die Rolle von ¢ iibernimmt und die Phase ¢ die des konjugierten
Impulses p. Die Poissonklammern definieren wir wie folgt:

(g, g} = 291992 _ 99109
ILI25= 58791 T A 9¢



Abbildung 1: Die Stokeskoordinaten beschreiben die Polarisation von Licht.

Der Hamiltonian des Systems ist folglich

H = a(S? — I?) cos® ¢ + b(SZ — I?)sin® ¢ + cI?

mit (a, b, ¢) reellen Konstanten des Leiters.

(a)

(b)

Leiten Sie die Bewegungsgleichungen in Zylinderkoordinatenmithilfe der Standard Hamilton
Gleichungen her.
(1 Punkt)

An welchen Punkten des Phasenraums sind die Zylinderkoordinaten nicht wohldefiniert?
Warum?
(2 Punkte)

Aufgrund dessen sind in einigen Fillen die Stokeskoordinaten votzuziehen da sie iiberall
wohldefiniert sind; allerding treten dann drei Koordinaten auf statt der iiblichen (g,p).
Trotzdem bleibt die Poissonstrucktur erhalten, was eine Herleitung der Hamiltongleichungen
erlaubt.

Berechnen Sie die Poissonklammern {S;, Sy}, {Sz,S:}, {Sy, S-} mithilfe der obigen Defini-
tion. Das Ergebnis sollte nur von Stokes Koordinaten abhéngen.
(3 Punkte)

Zeigen Sie das die Hamiltonfunktion in Stokeskoordinaten die folgende Form hat §.D,.S ,
wobei Dy eine Diagonalmatrix ist.
(1 Punkt)

Benutzen Sie die Ergebnisse aus ¢) sowie die Eigenschaften der Poissonklammern aus Auf-
gabe 2 um die Bewegungsgleichungen in Stokeskoordinaten ohne Ableitung des Hamiltons
herzuleiten.

(2 Punkte)

Beschreiben Sie auBlerdem die zusétzliche Beschrankung die die Dynamik vollstdndig cha-
rakterisieren.

(1 Punkt)

Diese Gleichungen sind im Gegensatz zu denen in Zylinderkoordinaten iiberall wohldefiniert.
Das einhergehende tiefere Verstédndnis der Polarisationsdynamik fithrte zur Erfindung des
sogenannten Omnipolarisators.



