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Aufgabe 1 Eindimensionale Bewegung

a) Bestimmen sie die Periodendauer der Oszillation als Funktion der Energie T (E) für ein
Teilchen mit Masse m, das sich in einem Feld mit der potenziellen Energie U (x) = A |x|n
bewegt.

Hinweis: die Eulersche Betafunktion lautet B (x, y) =
∫ 1

0
tx−1 (1− t)y−1 dt = Γ(x)Γ(y)

Γ(x+y)
.

Die Gammafunktion ist Γ (n+ 1) = n!, falls n eine natürliche Zahl ist.
(2 Punkte)

b) Bestimmen sie die Periodendauer T einer kleinen Oszillation um die Ruhelage für ein
Pendel der Länge L im Schwerefeld g. Verwenden sie die Taylorreihe cos (x) ≈ 1− x2

2
+ . . .

Hinweis: Γ (1− z) Γ (z) = π
sin(πz)

(2 Punkte)

Aufgabe 2 Das Keplerproblem

In Polarkoordinaten lautet die Lagrangefunktion für ein Teilchen der Masse m in einem attrak-
tiven Zentralfeld

L =
1

2
m
(
ṙ2 + r2φ̇2

)
+
αm

r
. (1)

a) Zeigen sie, dass der Drehimpuls L = mr2φ̇ erhalten bleibt. Für den Rest der Übung kann
er als Konstante betrachtet werden.

(1 Punkt)

b) Integrieren Sie die Bewegungsgleichungen und zeigen sie die Beziehung zwischen φ und r,

p

r
= 1 + e cos (φ) , (2)

mit der Exzentrizität e =
√

1 + 2Ep
mα

und p = L2

m2α
.

(2 Punkte)
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c) Wechseln sie nun zu kartesischen Koordinaten mit x = r cos (φ) und y = r sin (φ). Es

seien definiert der Vektor ~X =

 x
y
1

 und die Matrix Q der Form

Q =

 A B
2

D
2

B
2

C E
2

D
2

E
2

F

 . (3)

Drücken sie Gleichung (2) in der Form ~X>Q ~X = 0 aus, indem sie die geeigneten Para-
meter A,B,C,D,E und F bestimmen.

(1 Punkt)

d) Falls detQ 6= 0 gilt, ist die Bahnkurve ein Kegelschnitt, wie in Abbildung (1) zu sehen.

Bestimmen sie W = det

(
A, B

2
B
2
, C

)
. Zeigen sie, dass die Bahnkurve eine Hyperbel ist,

Abbildung 1: Sections of a cone.

falls W < 0, eine Parabel falls W = 0 und eine Ellipse falls W > 0. Für welchen Wert
der Exzentrizität e ist die Bahnkurve ein Kreis? (2 Punkte)


