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Aufgabe 1: Matrizenmultiplikation

Betrachten Sie die folgenden Matrizen. Entscheiden Sie, zwischen welchen von diesen Matrizen-
produkte definiert sind und berechnen Sie diese.
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Losung

Ein Matrizenprodukt M- Ms zweier Matrizen M7 und My ist genau dann definiert, wenn die Zahl
der Spalten von M; gleich der Zahl der Zeilen von M, ist. Daher sind hier die Kombinationen
By B3, ByB3, B3Bs und By By nicht moglich. Ansonsten gelten
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B132:<3 ; ;) 2 0 2

1 3 42
3-0+7-2+1-1 3:-24+7-041-3 3-1947-2+1-42
2-0+2-2+2-1 2:24+2-042-3 2-1942-2+2-42
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Aufgabe 3: Matrixdarstellung

Betrachten Sie die Rdume V3 und V; mit V,, = {f :[-1,1] =R ‘f(x) -3y arx®, ar € R }7 also

k=0
der reellwertigen Polynome 3. und 4. Grades auf dem Intervall [—1,1]. Das Ableiten kann als

Abbildung
D:Vi—Vaif o ff
definiert werden, wobei f’(x) die Ableitung von f(x) bezeichnet.
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung D linear ist.
Eine mogliche Basis von V, ist offensichtlich die Menge B/, := {27|0 < j < n}.

(b) Wie lautet die Matrixdarstellung D’ von D, wenn fiir die Ausgangsmenge V; die Basis
B, = {1,z,2?, 23 2*} und die Zielmenge V3 die Basis B} gewiihlt werden?

(c) Verifizieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie fiir f(z) = 32 + 322 + 2+ 7

(i) die Ableitung f’(z) direkt berechnen und anschliefiend deren Vektordarstellung beziiglich
der Basis B} angeben.

(ii) die Vektordarstellung beziiglich der Basis B angeben und damit iiber die Matrixdar-
stellung von D direkt die Vektordarstellung von f/(z) beziiglich der Basis B4 berechnen.

Losung

(a) Die Abbildung ist linear, falls fiir alle Skalare A, u € R und alle Elemente f, g € Vj gilt

D(\f + pg) = AD(f) + uD(g).

Dazu setzt man immer wie folgt an: Seien A, u € Rund f, g € Vy gegeben. Setzte dann in die
linke Seite der obigen Definition einer linearen Abbildung ein, betrachte also D(Af + pg),
und verwende nun die Definition der Abbildung D. Diese ordnet dem Argument dessen
Ableitung zu. Es gilt also die Ableitung von A\f + ug zu berechnen. Diese ist A\f' + ug'.
Verwende nun wieder die Definition der Abbildung, um das Bild (hier also Af’ + ug’) durch
durch die Abbildung auszudriicken. In diesem Fall ist das leicht, da die Ableitung f’ ein-
fach durch D(f) ausgedriickt werden kann (analog fiir g). Insgesamt haben wir also, dass
D(f + pg) = M+ pg’ = AD(f) + pD(g). Linearitét einer Abbildung fordert, dass diese
Gleichheit fiir alle Skalare A, u und alle Elemente f,g gilt. Da wir jedoch mit beliebigen
Skalaren und Elementen gestartet sind und keine Einschrinkung wihrend der gesamten
Argumentation fiir diese machen mussten, gilt obige Aussage auch fiir alle Skalare und Ele-
mente, womit wir also die Linearitdt gezeigt haben.

Noch eine Bemerkung beziiglich der Skalare: Hiitten wir auch komplexe A, i als Skalare zu-
lassen diirfen? Da in der Menge Vj (so auch in allen anderen V,,’s) definitionsgemdf lediglich
reellweertige Funktionen enthalten sind, wéare die Skalarmultiplikation mit komplexen Zah-
len nicht abgeschlossen, da fiir A € C und f € Vj das Produkt Af € C aber nicht € R, so wie
es in der Definition gefordert wurde. Dies kann natiirlich leicht behoben werden, indem die
Mengen V,, auch komplexwertige Funktionen (aber immernoch Funktion einer reellen Varia-
blen z) enthalten. Obige Argumentation lduft dann genauso ab, nur das wir auch A\, u € C
zulassen diirfen.

Im Folgenden betrachten wir als Basen fiir V4 und V3 die Mengen B} := {1,z,2% 2% z*} und
B = {l,x,xz,xg}.

(b) In der Vorlesung wurde bereits gezeigt, wie man zu einer gegebenen linearen Abbildung
AV — W und gewihlten Basen {v;} und {w;} die zugehérige Matrixdarstellung A der
linearen Abbildung erhélt (die hingt aber von der Wahl der Basen ab). Dazu berechnet man
einfach das Bild A(v;) jedes Basisvektors der Ausgangsmenge V' (hier ist das V) und schreibt
dieses als Linearkombination ; Ajiw; aus den Basisvektoren der Bildmenge W (in diesem



Fall wire das V3). Die Koeffizienten Aj; haben dabei zwei Indices, da jeder Basisvektor v;
i.A. unterschiedliche Koeffizienten in der Linearkombination hat. Anschlieffend schreibt man
die Koeffizienten, die man vom Bild des i. Basisvektor v; erhalten hat, als 7. Spalte einer
Matrix (deshalb auch die Schreibweise der Koeffizienten Aj;).

Konkret an diesem Beispiel sieht das Ganze dann wie folgt aus:

L) vi(z) =1= D(v1) =0=3,0-w; = Dj; =0 fiir 1 < j < 4. Die erste Spalte von D
ist also der Nullvektor.

2.) va(xz) =z = D(v2) =1 = w1 = Djs = §;1. Die zweite Spalte von D ist eine Eins gefolgt
von Nullen.

3.) v3(z) = 22 = D(v3) = 2z = 2wy = Dj3 = 2§;5. In der 3. Spalte sind alle Eintréige null
bis auf den 2., dieser ist zwei.

4.) usw.

In diesem Beispiel ist es vergleichsweise einfach die Koeffizienten Dj; in der Linearkombina-
tion vom Bild D(v;) zu erhalten, da beide Basen recht #hnlich sind: Man leitet ein Monom
ab, erhilt natiirlich wieder ein Monom, jedoch mit einem gewissen Vorfaktor abhéngig von
der Potenz, und dieses Monom wiederum ist (abgesehen vom Vorfaktor) Teil der Basis des
Zielraumes, sodass alle Koeffizienten verschwinden, bis auf einen, und dieser ist durch die
Potenz gegeben. Kurz kann man also schreiben Dj; = ;-1 fir 1 <j <4und 1 <7 < 5.
(Das Kronecker-Delta sorgt quasi dafiir, dass die Summe bei der Linearkombination der
einzelnen Bilder (siehe die ersten drei Punkte oben) wegfillt und nur ein Summand iibrig
bleibt, nédmlich der des abgeleiteten Monoms). Ausgeschrieben erhélt man
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Bemerkung zu Linearkombinationen

Noch eine Bemerkung zu der Linearkombination: Hier war es recht leicht die Koeffizienten
in der Linearkombination zu bestimmen. Das ist allerdings nicht immer so. Falls jedoch
fiir die Elemente aus dem Zielraum ein Skalarprodukt (-,-) definiert ist (so wie das hier
auch der Fall ist), kann man sich dieses Zunutze machen. Dies sieht dann wie folgt aus:
Ausgangspunkt ist, dass man ein gegebenes Element w (bei der Matrixdarstellung ist dieses
gegebene Element durch das Bild eines Basisvektors aus V' gegeben — dieses Verfahren klappt
aber stets, wenn man es mit Linearkombinationen zu tun hat) aus der Zielmenge W in der
gegeben Basis {e; } darstellen mochte als w ) ; wjej, wobei die w;’s Skalare sind. Bildet man
nun das Skalarprodukt auf beiden Seiten dieser Gleichung mit dem Basisvektor e;, erhélt
man die Gleichung

(ei,w) = ij (eirej) .

(Da das Skalarprodukt definitionsgemif linear ist, kann man es in die Summe an den Ko-
effizienten w; vorbeiziehen und direkt mit dem Basisvektor e; bilden.) Nun hat man eine
Gleichung fiir die Unbekannten w;. Macht man nun das Gleiche mit einem weiteren, aber
anderen Basisvektor e,,, erhélt man eine zweite Gleichung. Dieses Spielchen macht man
schliellich fiir alle Basisvektoren und hat damit n Gleichungen fiir die » Unbekannten w;
(n soll hier jetzt die Dimension von W sein), und dieses lineare Gleichungssystem

(e1,e1) (e1,ea) (er,e3) ... {ei,en) w1 (e1,w)
(ea,e1) (ea,ea) (ea,e3) ... {ea,en) Wo (ea,w)
<€37 €1> <€3, 62> <€3, €3> cee <63, €n> L ws | = <€37 w)
(en,€1) (en,e2) (en,e3) ... (en,en) Wy, (en,w)



muss (nur noch) fir die w;’s gelost werden (indem die Matrix z.B. invertiert wird). Fiir die
Koeffizienten dieser Matrix und den Vektor auf der rechten Seite miissen lediglich (mehr
oder weniger viele) Skalarprodukte berechnet werden, alle aus den gegebenen Basisvektoren
bzw. aus den Basisvektoren und dem gegebene Element w. Dies ist unter Umstédnden zwar
viel Arbeit (z.B. abhiingig von der Dimension von W oder dem Skalarprodukt), fithrt aber
in jedem Fall zum Ziel, falls man keinen anderen Ausweg sieht, wie die Koeffizienten aus der
Linearkombination aussehen kénnten.

Jedoch wird hier ersichtlich, warum sich Orthogonalbasen lohnen: Eine Basis ist definitions-
gemif eine Orthogonalbasis, falls das Skalarprodukt zweier unterschiedlicher Basisvektoren
verschwindet, also (e;, e;) = 0 fiir ¢ # j. Fiir die obige Matrix wiirde das allerdings bedeuten,
dass sie bereits diagonal ist, also nur die Eintrige auf der Diagonalen nicht verschwinden.
Ein solches Gleichungssystem ist sehr leicht 16sbar, da, wenn man das Matrixprodukt auf
der linken Seite ausschreibt, in jeder Zeile i nur ein einziger Unbekannter w; stehen bleibt,
nach dem man die Gleichung einfach auflésen kann: w; = {(e;, w) / {e;, €;). (Ist die Basis sogar
eine Orthonormalbasis, dann gilt (e;, e;) = 1.)

(b) Gegeben ist f(z) =32 + S22 + 2 + 7.

(i) Es gilt f'(z) = 922 + = + 1. Fiir die Vektordarstellung dieser Funktion beziiglich der
Basis Bf schreiben wir dieses Funktion als Linearkombination von Basisvektoren aus
Bj. Dafiir miissen lediglich die in f/(z) auftretenden Monome mit den verschiedenen
Basisvektoren identifizieren werden (da die Basisvektoren selbst Monome sind). Es gilt
also f'(r) =1-wy +1-wy+9-ws+0-wy. Fiir die Vektordarstellung ordnet man nur
noch die Koeflizienten aus der Linearkombination als Spaltenvektor an, es gilt also

fl=f =

O © ==

(Der Vektor muss vier Komponenten besitzen, da V3 die Dimension vier hat.)

(ii) Die Funktion f als Linearkombination von Basisvektoren aus Bj geschrieben lautet
f@)y=7-w +1 -ws+ % ~ws + 3 - wy + 0 - w5, womit die Vektordarstellung lautet

Die Ableitung von f(x) (also das Bild von f unter der linearen Abbildung D) kann
somit auch alternativ als Matrixprodukt berechnet werden. Mit der obigen Matrixdar-
stellung D gilt ndmlich

f'=D(f)=D-f

01000 I
002 00
|0 0 0 30 1é2
00 00 4 0
1

N I Y

=gl =1

0

Die Ergebnisse aus (i) und (ii) stimmen iiberein, womit die Matrixdarstellung verifiziert
wurde.



Und warum das Ganze?

Uber die Linearkombination kénnen wir jedem Vektor eines n-dimensionalen Vektorraumes V'
(egal wie abstrakt dieser auch sein mag) einen Vektor aus R™ eindeutig zuordnen. Uber die Ma-
trixdarstellung einer linearen Abbildung D : V' — W haben nun auch eine Moglichkeit gegeben,
die Berechnung von D(v) in den abstrakten Vektorrdumen alternativ auch iiber gewhnliche Ma-
trizenmultiplikation in R™*™ durchzufiihren. Dies macht man sich z.B. in der Quantenmechanik
zu Nutze.

Zusétzlich lassen sich Eigenschaften wie Invertierbarkeit der Abbildung D direkt an der Ma-
trixdarstellung D ablesen, und die Inverse D~ ist (falls vorhanden) einfach durch D! gegeben.
Um mit linearen Abbildung also arbeiten zu koénnen, reicht es demnach aus, Matrizen zu unter-
suchen und bearbeiten zu kénnen!



