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Vorwort

Fiir die meisten Gebiete von Physik und Chemie ist die elektromagnetische
Wechselwirkung die Wichtigste. Sie dominiert den Atombau, die Festkorper-
physik, biologische Wechselwirkungen und andere. Elektromagnetismus ist unter
anderem die Theorie der Wellenausbreitung, also Licht, alle Arten von Funk und
ist damit zentral fiir Wissenschaft, Technologie, und die Menschliche Existenz als
solche. Die Grundlage der Theorie des klassischen (nicht-quantenphysikalischen)
Elektromagnetismus wurde im 19. Jahrhundert in Form der Maxwellgleichun-
gen gelegt. Wenn wir uns auch an die zugrundeliegenden Begriffe wie dem des
Feldes gewohnt haben war diese Theorie fiir die Menschen dieser Zeit dhnlich
ungewohnlich wie die Quantenmechanik im 20. Jahrhundert und wie evtl. die
Stringtheorie fiir uns (falls sie denn stimmt). Die Wirkméchtigkeit dieser Theorie
ist nicht zu unterschétzen - letztendlich ist auch die spezielle Relativitatstheo-
rie letzlich ein Korrolar der Maxwellgleichungen, was wir in dieser Vorlesung
diskutieren werden.

In der TP II ndhern wir uns der mathematischen Struktur des Elektroma-
gnetismus und entwickeln leistungsfihige Methoden zur Berechnung elektroma-
gnetischer Felder und Potenziale. Anders als in der Experimentalphysik, in der
die Phdnomene des Elektromagnetismus schrittweise aufgebaut werden, gehen
wir deduktiv vor: Wir nehmen die Maxwellgleichungen als Axiom an und disku-
tieren ihre Losungen und die daraus resultierende Physik. Wir benutzen dazu
Methoden der Vektoranalysis, die wir mit dieser Vorlesung wiederholen bzw.
entwickeln.

Wie in jeder Theorievorlesung ist das Entscheidende im Lernvorgang das
Rechnen von Ubungsaufgaben. Auch ein Musikinstrument erlernen Sie nur durch
Ubung, nicht durch Beobachtung. Ein Schliissel in diesen Aufgaben ist die ge-
schickte Nutzung der Symmetrie - dies ist ein wichtiges Lernziel der TP II
beziiglich Threr Problemlésungskompetenz.

Es gibt ein Meer an Lehrbiichern zum Elektromagnetismus. Warum dieses
Skript? Wir betonen die Ausbreitung von Wellen etwas stérker als statische Mo-
delle. Wir diskutieren die Relativitdt auf zwei verschiedenen Ebenen, grafisch
und formal. Manches aus diesem Skript beruht auf einem &lteren, englischspra-
chigen Skript (Physics 706 - graduate electromagnetism), das ich an der Univer-
sity of Waterloo erstellt habe. Selbstverstdndlich ist vieles der Lehrbuchliteratur
angelegt, insbesondere Jackson, Schwinger, Landau-Lifschitz Bande IT und VIII,
Fliefbach sowie fiir die Relativitdtstheorie Mermin.



Kapitel 1

Vorbemerkungen,
mathematisch und strukturell

1.1 Felder als Observable

Sie haben vor dieser Vorlesung wahrscheinlich theoretische Mechanik gelernt. In
dieser Theorie in ihrer einfachsten Form werden Massenpukte mit verallgemei-
nerten Koordinaten {g;, ¢;} betrachtet. Wir haben verschiedene Methoden, fiir
diese Koordinaten Bewegungsgleichungen herleiten, die den Newtonschen Be-
wegungsgleichungen dquivalent sind. Diese sind ein System gewohnlicher Diffe-
renzialgleichungen in denen nach der Zeit differenziert wird (Ableitungen nach
Koordinaten tauchen in der Herleitung auf, aber nicht in der Bewegungsglei-
chung). Die Losung sind Bahnkurven {g;(¢)}. Damit ist die Zeit t der Parameter
der Theorie und die {g¢;, ¢;} sind ihre Observablen.

In der Elektrodynamik behandeln wir stattdessen die Felder E (7, t) und
B (7,t), die elektrischen und magnetischen Komponenten des elektromagneti-
schen Feldes. Wir werden bald auch die Potenziale ¢ (7,¢) und A (7,t) einfiih-
ren. Physikalisch bilden E und B die Observablen der Elektrodynamik. Diese
héngen vom Ort 7 und der Zeit ¢ ab, die damit die Parameter sind (zu den
Besonderheiten der Tatsache, dass wir eigentlich viel lieber mit den Potenzialen
arbeiten, kommen wir ebenfalls spéater). Wir nennen Funktionen wie E , B und
A, die R4 — R? abbildet, also vektorwertig ist, Vektorfelder. Funktionen wie ®
die R — R abbilden heiffen dementsprechend Skalarfelder.

Ahnlich wie in der Mechanik miissen wir in der Lage sein, nach unseren
Parametern zu differenzieren. Wir schreiben Ableitungen als parziell mit dem
Ableitungssymbol 9 um zu kennzeichnen, dass wir keine weitere Verkniipfung
zwischen den Koordinaten benutzen und zwischen ihnen keine Kettenregel an-
wenden. Parzielle Ableitungen nach der Zeit sind klar, ebenso nach einzelnen
Raumkoordinaten z, y, z. Wir fassen diese zusammen im Nabla-Operator, einem



Vektor
N 0,
YV 5

Diesen koénnen wir auf verschiedene Art auf Felder anwenden, deren Bedeu-
tung sich in Verkniipfung mit Integralsétzen erschliefit.

1.1.1 Der Gradient

Die Anwendung des Nablaoperators auf ein Skalarfeld bildet den Gradienten,
ein Vektorfeld
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Wenn wir die Richtungsableitung entlang eines Einheitsvektor é bilden m&ch-

te, so ist diese
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Hier benutzen wir die Konvention, dass wir die drei Komponenten des Orts-
vektors
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als r; bezeichnen, was das Schreiben von Summen erleichtert. Damit zeigt
der Gradient in die Richtung des steilsten Anstiegs uns seine Lénge ist die
Grofie dieses steilsten Anstiegs. Insbesondere hat der Gradient ein einfaches
Linienintegral. Wenn wir {iber eine infinitesimale Strecke di* = édr integrieren,
so ist dieses Integral

A7 -V = dr (é-%) = ¢(F+dF) — ¢ (7).
Wenn wir viele solche Strecken zu einem Weg S zwischen 7 und 7 zusam-

mensetzen, so summieren wir lauter solche Stiicke auf. Dabei heben sich alle
Zwischenterme in der Form einer Teleskopsumme weg und wir finden

[ Fo = o) - o).
s
Dieses Ergebnis hdangt nur von den Endpunkten ab, nicht davon, wie der Weg

S diese verbindet. Auch sind damit Integrale {iber geschlossene Wege 7| = 75
gleich null.



1.1.2 Die Divergenz

Wir kénnen den Nablaoperator als Skalarprodukt auf ein Vektorfeld A anwenden
und erhalten die Divergenz

04;
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Die Divergenz selbst ist ein Skalar. Um Thre Bedeutung besser zu verstehen,
schauen wir uns ein kleines quaderférmiges Volumen an mit einer Ecke bei 7
und der anderen bei 7+ dr liegt. Wir betrachten den Fluss von A durch eine der
Deckflachen und wollen den Fluss aus dem Volumen heraus als positiv bewerten.
Wir beginnen bei der Fldche mit 7 als eine der Ecken, die parallel zur yz Ebene
ist. Der Fluss durch diese Fliche ist —A(7) - éxdydz = — A, (7) dydz wobei wir
den Einheitsvektor in x- Richtung é, eingefiihrt haben. Der Fluss durch die
gegeniiberliegende Seitenflache ist

0A,
Ay (F+ éxdx) dydz = A, (F) dydz + a—dwdydz.
x
Der erste Term hebt sich mit der anderen Fléache heraus. Wenn wir dieses Argu-
ment fiir die anderen Richtungen wiederholen finden wir fiir die gesamte Fluss-
dnderung

04; -
dFluss = Z o drdydz = V - AdV.

Damit bezeichnet die Divergenz den Fluss aus einem infinitesimalen Volu-
men, misst also, wieviele Feldlinien anfangen (positiv) oder enden (negativ).

Auch hier kénnen wir wieder ein groferes Volumen V' aus solchen Volumen-
elementen zusammensetzen. Der Fluss aus Volumenelementen, die eine Fliche
teilen, hebt sich gegenseitig heraus, wiederum im Stil einer Teleskopsumme,
so dass nur der Fluss durch die dufleree Oberflache, die Oberfliche V' von V
iibrigbleibt. Wir erhalten

/avdzr (ﬁ-A’) :/Vdi"rﬁ./i’. (1.1)

Hier ist n der normierte Normalenvektor auf 0V. Dieses Ergebnis ist der
Gaufische Integralsatz.

1.1.3 Die Rotation

Wir kénnen den Vektor V auch in Form eines Vektorproduktes auf ein Vektorfeld
A anwenden. Dies ist die Rotation

8A,  0A,

o - o oy 9z
rotA=V x A= 081_%
If xr

0A, _ 0A,
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Damit entsteht wieder ein Vektor. Auch dieser kann wiedrer durch geeignete
Integration diskutiert werden. Wir wéhlen ein kleines Quadrat mit Stiitzpunkt
7 und legen es parallel zur zy-Ebene. Wir schauen jetzt die in diesem Quadrat
liegende Wirbelstérke aus, indem wir ein Wegintegral iiber A einmal um die
Fldche herum legen. Das Wirbel-Integral entlang dieses infinitesimalen Weges
oS ist

11/ - - S
dWirbel = [(A (7)+ A (F+df)> 4z + (A (F+d7) + A (F+ d7 + dg)) dij—
— (A +d7 + ag) + A7+ dp) ) d7 — (A (7) + A7+ d7) ) d7|

wobeil wir als Kurznotation d¥ = é,dx benutzt haben. Wir nutzen dies und
entwickeln aufierdem A in erste Ordnung des Differenzials. Wir erhalten

L 0A, | 04,

ay ax) dody = (V x A) - éxdPr

dWirbel = (

Das heiftt, die Rotation misst die lokale Wirbelstéarke. Auch hier kénnen wir
wieder iiber viele Flachenelemente integrieren, die Zwischenpunkte heben sich
heraus und wir finden mit einer Fliache F

gngF-/T:/Fd%ﬁ-(ﬁx/T).

Dies ist der Integralsatz von Stokes.

1.2 Ladungs- und Stromdichte

Elektromagnetische Felder werden von elektrischen Ladungen und Strémen pro-
duziert. Die Ladungsdichte p(7,t) haftet Materie an. Wenn die Materie nun
flieft, und wir an fiir die Bewegung dieseser Materie ein Geschwindigkeits-
feld 7 (7,t) bestimmen kénnen, dann folgt daraus die Stromdichte j (7,t) =
p (7, t) ¥ (7,t). Wenn die Ladung an Punktteilchen ¢; mit Koordinaten 7; haftet
ist damit

p(Fit) = Zqz‘CSB(F—Fz‘(t))
G Zqim?’(??—mt))-

1.3 Die Maxwellgleichungen

Jetzt konnen wir die Maxwellgleichungen hinschreiben. Die erste ist das Cou-
lombsche Gesetz o
V- E = p/eo. (1.2)



Es sagt also, dass die Ladungen die Quellen des elektrischen Feldes sind. €
ist eine dem SI-Einheitensystem geschuldete Konstante. Oft wird in der theore-
tischen Elektrodynamik das cgs-System verwendet, das an einigen Stellen ein-
fachere Gleichungen liefert. Wir tun das aber nicht. Die zweite sagt, dass die
Feldlinien des magnetischen Feldes alle geschlossen sind

V-B=0. (1.3)
Die néchste ist das Faraday’sche Induktionsgesetz
VxE=-B (1.4)

Es besagt, dass zeitlich verdnderliche Magnetfelder zu Wirbeln des elektri-
schen Feldes fithren. Schlieflich haben wir das Amperesche Gesetz

VxB=ypu (]ﬂﬁj) (1.5)

Es sagt, dass die Wirbel des magnetischen Feldes von Stréomen herriithren
- einmal von elektrischen Strémen, einmal vom Maxwellschen Verschiebungs-
strom. Wir kénnen die Maxwellgleichungen in verschiedene Gruppen aufteilen.
Besonders praktisch ist die Zusammenfassung in homogene Maxwellgleichungen,
also die, die nur Felder enthalten, Gleichungen (1.3)(1.4) und die inhomogenen,
die von Ladungen und Stréomen abhéngen, (1.2)(1.5). Wir werden uns spéter die
Konsequenzen dieser Aufteilung anschauen. Wir sehen auch, dass die _vier Glei—
chungen linear sind, d.h. es existiert ein Superp051t10nsprlzlp Wenn E1 und B,
die Gleichungen fiir gegebenes p1 und jl 16sen, und E2 und B, die Gleichungen
fiir gegebenes ps und J2 s dann 1sen E; + E> und B, + B, die Gleichungen fiir
gegebenes p; + p2 und j; + ]2

1.4 Erhaltungssatze

In der Mechanik haben wir die besondere Bedeutung von Erhaltungssétzen fiir
das Verstédndnis von Bewegungen und die Losung von Bewegungsgleichungen
kennengelernt. Dort hatten die, fiir eine gegebene Observable A ({¢;,¢;},t) die

Form aA 9A . DA\ 94
it =X (i +igy ) + 5 =0

Wir lesen das als: A dndert sich entlang der Bewegung, die durch die Losung
der Bewegungsgleichung vorgegeben ist, nicht. Wir nehmen also die Struktur der
Bewegungsgleichung mit, wenn wir einen Erhaltungssatz nachweisen. Auch se-
hen wir, dass der Erhaltungssatz eine Ableitung der Grofe nach dem Parameter
der Theorie, der Zeit, beinhaltet.

In der Elektrodynamik wollen wir eine dhnliche Aussage treffen, allerdings
unter den Gegebenheiten eines Feldes. Dies geschieht in der Form eines lokalen



Erhaltungssatzes : Zu einer Observablen A geben wir eine lokale Dichte pg4
an. Eine Grofse ist dann erhalten, wenn die einzige Moglichkeit einer zeitlichen
Anderung von py4 (7,t) ist, dass ein Strom von A geschrieben als j4 in ein
infinitesimales Volumen um den Punkt 7 herum fliefft. Wie wir gerade gelernt
haben, driickt die Divergenz den Strom aus dem Volumen aus und wir schreiben
den Erhaltungssatz von A als

pa+V-ja=0. (1.6)

Nach dieser Konstruktion konnen wir das auch interpretieren, dass A fliefst
oder sich lokal aufstaut, aber nirgends produziert oder geschluckt wird, also
keine Quellen und Senken besitzt. Darum nennen wir Gleichungen vom Typ 1.6
auch Kontinuitdtsgleichung.

Diese Kontinuitatsgleichung hat als Konsequenz auch globale Erhaltungssdt-
ze. Sei Vein Volumen das groft genug ist, dass keine Stréme js durch seine
Oberfléche flieffen. Dann ist

d d
—Ay=— [ d&® 7, t) =0
dt |4 dt v T pa (7“, )

also ist Ay erhalten.

Ein Beispiel ist die Ladungserhaltung. In diesem Fall haben p und j keinen
weiteren Index. Wir konnen rechnen mittels des Ampereschen Gesetzes.

R R - OF
V~j:—V~(V><B)760V~—. (1.7)
Ho ot

Zur Behandlung des ersten Terms nutzen wir eine Nablaidentitit (diese sind

—

fiir die Elektrodynamik ausgesprochen typisch). Es ist ndmlich fiir beliebiges B

ﬁ . 6 X é = Z@Z ZeijkajBk =0. (18)
4 j.k

Die letzte Identitdt ergibt sich daraus, dass fiir die Differentiationsreihefolge
bei 0;0; irrelevant ist, d.h. wenn wir 7 < j tauschen und ¢, = —€j, beriick-
sichtigen, heben sich diese Termpaare weg. Den zweiten Term in Gl. 1.7 formen
wir mit der Maxwellgleichung 1.2 um und erhalten so

und damit die gewiinschte Kontinuitatsgleichung.

Manche Grofen sind zwar in dem kombinierten System aus Feldern und
Ladungen erhalten, aber nicht in den Feldern alleine, sprich, sie kénnen hin-
und her fliefen. Wenn wir die Leistungsdichte (Energie/(Zeit mal Volumen)) f
nennen, wobei positive Werte fiir die Erzeungung von Energie stehen, dann wird
die erweiterte Kontinuititsgleichung

pa+V-ja=fa.

10



In einem konkreten Beispiel wollen wir die Energie betrachten. Auf eine Pro-
beladung g wirkt sich nur die elektrische Komponente der Lorentzkraft energie-

dndernd aus. Die zugehorige Leistung ist fp = —j - E. Hieraus kénnen wir die
Energieerhaltung diskutieren, indem wir wiederum mit 1.5 operieren

- o 1 = - - P
. E=——FE. (VXB) ek E.
Ho
Der letzte Term kann als
4 €0 g
dt 2
geschrieben werden und liefert so einen Beitrag zur Energiedichte. Im letzten
Term wenden wir die zyklische Identitdt des Spatproduktes an, dir fiir gewShn-

liche Vektoren A - (E X 6) =B (C_" X /_1') lautet. Wir miissen dabei aber die
Produktregel der Differenziation beachten. Wir schreiben das am besten als

ﬁ-(éxﬁ):ﬁ(ﬁxé)—é-(ﬁxﬁ).
Damit konnen wir umformen

I 1l 2 /= = 1o /2 = de=
. BE=-—F8. (VxE) V. (BxE)+—€—OE2.
Ho Ho dt 2
Den ersten Term schreiben wir um mit Hilfe des Induktionsgesetzes und wir
finden insgesamt
—j - E=pp+V-S.
Hier haben wir die Energiedichte

€0 22 1 52
=—FE"+—8B
PE 5 + 210

sowie die Energistromdichte, genannt der Poynting-Vektor

§=LExE
Ho

eingefiihrt. Beachten Sie hier das Konstruktionsprinzip: Wir haben den Quell-
term zerlegt in eine totale Zeitableitung und eine Divergenz, dies gibt uns die
physikalischen Grofsen.

Wir tun jetzt das gleiche mit dem Impuls, einer VektorgroRe. Die Anderung
des Impuls heifst Kraft und dementsprechend starten wir von der Dichte der
Lorentzkraft aus der wir wie gehabt zundchst mittels der Maxwellgleichungen
die Ladungen eliminieren

o N oo o 1 = - N o 5
fﬁz—pE—ij:—eoE<V-E)+—B><(VXB)—EOBX E.
Ho

Hier konnen wir wiederum den Poynting-Vektor ins Spiel bringen mittels der
Produktregel

%(éxﬁ)zéxﬁ+gxﬁ:_(ﬁxﬁ)xﬁ+gxﬁ

11



und im letzten Schritt noch das Induktionsgesetz. Wir setzen dies ein zu-
sammen mit der nahrhaften (nach 2. Maxwellgleichung) Null _;Tlog (6 . E)
Damit finden wir
1dz - S (= = 1 = O 1 /2 =
f5= 5 =S+eEx (v x E)—eOE (v.E)Jrfo (v x B)——B (V-B) .
c? dt o Mo
Hier ist ¢ = (,uoeo)fl/ ? die Lichtgeschwindigkeit. Wir haben jetzt schon er-
folgreich eine Zeitableitung hingeschrieben, wie fiihren wir eine Divergenz ein?
Hier miissen wir auch im Hinterkopf behalten, dass hier ein Vektor aus er-
haltungssitzen (einer je Impulskomponente) steht. Wir hitten also gernde die
Divergenz einer Matrix. Betrachten wir stellvertretend die x-Komponente

Exﬁxﬁ—ﬁ(ﬁJ@)} = Ey(ﬁxE) —Ez(ﬁxE) —ExzaiEi
x z Yy -

— E,0.E, — E,0,E, — E,0,E, + E,0,E, —

~E, Y 0B

E2 2 2
= 0, <2" + % - %) — 0y (E.E,) — 0. (E.E.)

- _V. (EIE - ;éxﬁ2> )

Die anderen drei Komponenten kénnen wir analog behandeln und erhalten
die Erhaltungsgleichungen fiir die drei Impulskomponenten

—pE-jxB==§-V-T.
Die Matrix
1. = 1 1. =
Tay = €0 | EaEp — z0abE” | + — | BaBy — 0B
2 12%) 2
die die Komponenten des Stroms der Komponenten des Impulses beschreibt
heifst Mazwellscher Spannungstensor.
1.5 Potenziale

Schon oben haben wir diskutiert, dass zwei der Maxwellgleichungen homogen
sind. Wir fiihren jetzt eine Darstellung ein, die diese homogenen Gleichungen
automatisch erfillt. Dazu betrachten wir zunéchst den Zerlegungssatz, der be-
sagt, dass sich jedes Vektorfeld in ein quellenfreies Wirbelfeld und ein wirbel-
freies Quallenfeld zerlegen lasst (Helmholtz-Zerlegung). Dazu betrachten wir ein
beliebiges Vektorfeld V (7) . Dieses stellen wir als Fourierintegral dar

V= [@nv(F)e 7 (E) = [erv@e )

12



Wir zerlegen die Fouriertransformierte in eine longitudinale und eine trans-
versale Komponente 1% (E) = ‘7\| (E) + Ia (I;) . Diese sind

M) - i
n@ - )

Nach der Fourlertransformatlon ist die Fourierdarstellung des Nabalaopera-
tors gerade ik und so erkennen wir, dass VH gerade ein Gradientenfeld ist und

V. eine Rotation. Die Rotation eines Gradienten ist null und die Divergenz ei-
ner Rotation auch, was damit das Helmholtz-Theorem beweist. Dies ist nur ein
Existenzbeweis der Zerlegung

W (7) =V () +V x W (7)

wir werden spiéter die mathematischen Werkzeuge zu haben, t (7) und W (7)
explizit zu konstruieren.

Mit dieser Zerlegung koénnen wir jetzt die Mawellgleichungen vereinfachen.
Wir starten mit der Quellenfreiheit des Magnetfeldes (1.3). Diese ist nach (1.8)
automatisch erfiillt, wenn wir B als Rotation schreiben, was das Vektorpotenzial
A definiert

B =VxA. (1.10)

Dies ist nicht eindeutig, aber gut genug. Insbesondere haben wir hier zwei
eine skalare Differenzialgleichung fiir B beriticksichtigt, aber trotzdem keine Pa-
rameter eliminiert - wir driicken die drei Komponenten von B durch die drei
Komponenten von A aus. Die andere homogene Maxwellgleichung, das Induk-
tionsgesetz (1.4) kénnen wir so schreiben als

V x (E+g) =

Wir kénnen leicht analog zu (1.8)nachrechnen, dass daraus folgt, dass wir

E + A als Gradienten schreiben kénnen. Physikalisch folgt das aus dem Wider-
spruch zwischen den beim Gradienten diskutierten Wegintegralformel und dem
Stokesschen Integralsatz - wenn die Rotation verschwindet muss das Integral
wegunabhéngig sein, also ein Gradientenfeld. Wir fithren das skalare Potenzial
¢ nach Konvention so ein

E= _V¢A. (1.11)

Auch dies ist nicht eindeutig: Einerseits gibt es Integrationskonstanten, an-
dereseits haben wir auch hier die drei Differenzialgleichungen von (1.4) dazu
genutzt, aus drei Komponenten eine zu machen.

13



Die schon erwéhnte Nichteindeutigkeit manifestiert sich folgendermafen: Da
die Rotation eines Gradienten stets verschwindet, kbnnen wir fiir ein beliebiges
verniinftiges Skalarfeld f (7, ¢) die Transformation

A A =A+Vf (1.12)

ohne dabei das Magnetfeld geméf (1.10) zu verdndern. Um das elektrische
Feld Gl. (1.11) nicht zu verdndern miissen wir auch transformieren

p—¢' =¢—f.

Diese Transformationen heifen Fichtransformationen. Sie verdeutlichen dass,
auch wenn wir spiter eher ¢ und A ausrechnen (und oftmals Intuition fiir sie
entwickeln konnen), dies keine Observablen sind. Die Eichtransformation erlaubt
es, an A und ¢ instesamt eine weitere Differenzialgleichung als Bedingung zu
stellen. Dieses Prinzip heifst Fichfreiheit. Wir konnen diese Bedingung fordern
ohne jedes mal die Eichfunktion f angeben zu miissen (was i.A. schwierig ist).
Wir werden dies nicht in aller Finesse formal beweisen, die Idee aber skizzieren.

Populédre Eichungen sind

e die Coulombeichung V - A = 0 insbesondere vorteilhaft zur Behandlung
und Quantisierung der Kopplung nichtrelativistischer Teilchen und das
Feld

e die Lorenzeichung

109 _
2ot
zur Behandlung vo Strahlung und anderen relativistischen Phdnomenen

V-A+ 0 (1.13)

e die Weyleichung ¢ =0

Wenn wir z.B. ein gegebenes A haben, dann folgt aus der Coulomb-Eichbedingung
und der Transformationsgleichung (1.12) dass Af = —V-A. Zu vorgegebenem
A ist diese Differenzialgleichung fiir f immer l6sbar (wie wir in der Elektrostatik
ausfiihrlich behandeln werden).

Mit den Potenzialansétzen (1.10)(1.11) kénnen wir die verbleibenden Max-
wellgleichungen umschreiben. Das Coulomb-Gesetz (1.2) wird zu

Ap+V-A=-L. (1.14)
€0

Hier entmischen sich Skalar- und Vektorpotenzial wenn die Coulombeichung
gewahlt ist. Bei der Behandlung des Ampereschen Gesetzes betrachten wir zu-

néchst o . . .
VxVxAzV-(V-A)—AA. (1.15)
Diese Identitdt ldsst sich mit dem Entwicklungssatz fiir den Levi-Civita-
Tensor leicht zeigen. Wir kénnen sie und leichter verbal merken als “rotrot gleich

graddiv minus divgrad’- Aus (1.5) wird so

- 1> -/153
AA— —A-V <2¢+V-A> = — o). (1.16)



Die ersten beiden Terme kdnnen wir als [JA zusammenfassen, wobei der
d’Alembert (Quabla) Operator 0 = A — C%% der typische Differenzialoperator
der Wellengleichung ist. Diese Gleichungen (1.14)(1.16)werden in der Lorentz-
Eichung Gl. (1.13) symmetrisch und sind respektive

O¢ = —p/eo DA = —poj.

Dies soll uns als strukturelles Riistzeug geniigen - wir werden gegen Ende
mehr iiber die globale Struktur der Maxwellgleichungen lernen, insbesondere
ihre Symmetrien, wenn wir entdecken werden, dass sie zur Lorentzinvarianz
und speziellen Relativitdtstheorie fiihren. Jetzt wenden wir uns Techniken zu,
die Maxwellgleichungen in wichtigen Situationen zu lésen.

15



Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Problemstellung

In der Elektrostatik interessieren wir uns fiir rein elektrische Felder, d.h. B=0
und f: 0. Wir interessieren und fiir den statischen Fall, d.h. die verbleibenden
Variablen p und E héngen nur vom Ort 7" ab. Elektrostatische Apparate spielen
eine grofe Rolle in physikalischen Aufbauten, aber auch in der Technik z.B.
von Bildschirmréhren. Elektrostatische Felder beschreiben in guter Naherung
den Atombau und Wechselwirkungen auf molekularer Skala - 'was die Welt, im
Innersten zusammenhélt’.

In nicht-pathologischen Eichungen ist fiir die Elektrostatik A = 0. Die Glei-
chung fir das verbleibende Skalarpotenzial ¢ (1.14) reduziert sich damit zur
Poissongleichung

A¢ (F) = f@.
€0

Der ladungsfreie Fall A¢ = 0 hat mit Laplacegleichung einen speziellen Na-
men. Anders als im eindimensionalen Fall hat auch die Laplacegleichung vielfil-
tige Losungen. Er ist wichtig, da aufgrund der Linearitdt der Maxwellgleichun-
gen zu jeder Losung der Poissongleichung eine Losung der Laplacegleichung ad-
diert werden kann. Warum wiirden wir das tun? Nun, die Poissongleichung ist
nur dann eindeutig 16sbar, wenn wir zusétzlich eine Randbedingung auf einer
geschlossenen Fliche angeben. Wir werden spéter spezielle Randbedingungen
kennenlernen. Sie kennen dieses Phénomen aus der klassischen Mechanik - die
Lésung ein und derselben Newtonschen Bewegungsgleichung kann sehr verschie-
den sein, ja nach Anfangsbedingung. Das heifit eine elektrostatische Aufgabe ist
nur durch Angabe der vorgegebenen Ladungsverteilung p und eine Randbedin-
gung komplett. Wir haben auch eine verbleibende Eichfreiheit: Da die physi-
kalische Observable, das E—Feld, eine Ableitung des Potenzials ist, konnen wir
eine additive Konstante frei wahlen.
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2.2 Rotationssymetrische Aufgaben

Wir beginnen mit dem Spezialfall, dass die Ladungsverteilung p () um den Ur-
sprung (den wir geeignet gewéhlt haben) vollstdnding rotationssymmetrisch ist
und wir aufserdem eine rotationssymetrische Randbedingung setzen. Zur ma-
thematischen Beschreibung wihlen wir Kugelkoordinaten (7,6, ¢). In der theo-
retischen Physik {ibersetzen sich diese in kartesische Koordinaten (z,y, z) wie
folgt

x 7 sin 0 cos ¢
y | = rsin @ sin ¢ r>0,0<0<7m 0<¢< 27,
z rcosf

Der Ortsvektor 7 hat damit automatisch die Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) . Wir
konnen am Ort 7 ein Koordinatendreibein definieren aus

sin 6 cos ¢ cos 6 cos ¢ —sin ¢
é-= | sinfsing¢ ég = | cosfsing €y = cos ¢
cosf —sinf 0

Analog zu den Koordinatenvektoren in kartesischen Koordinaten zeigt €, in
die Richtung in der sich nur r verédndert und 6 und ¢ konstant sind etc. Wir
nennen die Richtung von r die radiale Richtung, die von ég azimuthal und die
von é4 polar. Die Richtung der Einheitsvektoren ist selbst ortsabhidngig und
wir erhalten darum gekriimmte Koordinatenlinien - Langen- und Breitenkreise.
Wir kénnen ein Vektorfeld darum schreiben wie E(r,@,qﬁ) = E,.(r,0,0)é. +
Ey (Tv 97 ¢) €g + Ed> (Ta 0, ¢) é¢'

In der kugelsymmetrischen Situation gehen wir direkt iiber die Maxwellglei-
chung (1.14). Dazu bendtigen wir eine Darstellung der Divergenz in Kugelkoor-
dinaten. Anwendung der Kettenregel und der Substitutionsregeln gibt

19 1 OE,
rsin@%(snge)—’— rsind 0¢

V-E=5=—(rB)+ (2.1)

Wir kénnen dies auf ein eindimensionales Problem reduzieren. E kann nur
von 1 abhéingen (da weder die Randbedingung noch die Ladungsverteilung diese
Symmetrie brechen). Wir sehen leicht, dass dies erzwingt, dass das Feld in rein
radiale Richtung zeigt, E (1) = E(r)é,. Die Kombination aus (1.2)(2.1) ergibt

0 r?

a (T2E7') = :()p(r)

Wir konnen diese Gleichung leicht integrieren zu
E.(r)= L rdr’ r2p(r') (2.2)
" r2e0 Jo ' '

Dieses Ergebnis kann auf eine physikalisch transparentere Art und Weise
hergeleitet werden, die auch die Interpretation bestimmt. Wir starten von der
Divergenz in der Maxwellgleichung (1.2) und wenden auf sie den Satz von Gauf
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(1.1) an, wobei wir als Integrationsvolumen eine Kugel vom Radius r um den

Ursprung wéhlen
1
/ d*r' B, = —/ r' p(r'). (2.3)
r'=r € Jri<r

Das Integral auf der rechten Seite hat eine einfache Interpretation, es han-
delt sich um die von der Kugel eingeschlossene Ladung Q(r). Aufgrund der
Kugelsymmetrie konnen wir sie vereinfachten mittels

Q(r) —/r/<rd3r'p(r')—/ordr’ 2 /tdcos@/o%dgbp(r’).

Die Substitution in Kugelkoordinaten, die wir hier durchgefiihrt haben, l&sst
sich leicht aus deren Definition herleiten. Jetzt bringen wir die Rotationssymetrie
ins Spiel und berechnen

Q(r) =4rn /OT dr' r"%p(r'). (2.4)

Andereseits konnen wir uns jetzt an die linke Seite von Gl. (2.3) machen.
Da FE (r)nicht von den Winkeln abhéngt, kénnen wir es aus dem Integral her-
ausziehen, das Integral reduziert sich zur Oberfliche und wir finden

By~ Q)

Amegr?’

(2.5)

Dies ist das Coulombgesetz, und es ist offensichtlich dquivalent zu Gl. (2.2)
via Gl. (2.4).

Als Beispiel betrachten wir die homogen geladene Kugel vom Radius R mit
Gesamtladung (. Die Ladungsdichte ist damit

3
p(r) = 473%3

O(R—r)

wobei Obdie Heavisidesche Stufenfunktion ist

1 z >0
Ox)=<1/2 =0
0 z <0

Hier ist der Wert bei x = 0 meist nicht relevant, solange er endlich ist. Wir
berechnen zunéchst fiir r < R

T , 3Q 7A/S T T3
_ P2 _
Q(r)f47r/0 dr' r p(r)fﬁ?onﬁ.
Damit haben aus Gleichung (2.5)
B (=2 3® r<f
dmeg | 5 r>R



Hieraus konnen wir auch das elektrische Potenzial ausrechnen, anhand des
Gradienten in Polarkoordinaten F,(r) = —0,¢(r). Typischerweise wéihlen wir
¢(r — 00) = 0 und konnen integrieren

o(r) = 7/00 dr' E. ().

T

Fir » > R haben wir

Q Cdr'Q
dreq J, T2 dmeor

o(r) =
und innerhalb der Kugel r < R

__Q
4meqR3

Q (g, @1

o) - 8megR3 dreg R

R
/ dr' v’ + ¢ (R)
T
Besonders interessant ist der Fall einer Punktladung, d.h. die (endliche) La-
dung @ ist konzentriert im Radius R = 0. Die Ladungsverteilung kann mit dem
Diracdelta geschrieben werden als p (7) = Q&% (7) . Hier gilt das Coulombpoten-
tial (2.6) {iberall.

2.3 Zylindersymmetrische Ladungsverteilung

Analog zur Vorgehensweise im kugelsymmetrischen Fall, kénnen wir den Gaufs-
schen Satz auch auf streng zylindersymmetrische Ladungsverteilungen anwen-
den. Die Zylinderkoordinaten (r,¢,z) ! hingen mit den kartesischen Koordi-
naten via x = rcos¢ und y = rsin ¢ zusammen. Zylindersymmetrie bedeutet
hier, dass p = p(r) ist also insbesondere nicht von z abhéingt. Dies bedeutet,
dass die Ladungsverteilung in z-Richtung unendlich ausgedehnt sein muss. Wir
definieren hier ¢ (r) als die Ladung pro Lénge, die in einem Zylinder der Lén-
ge r eingeschlossen ist. Dann ist mit Argumenten analog zu denen oben das
elektrische Feld nur mit einer Komponente in radialer Richtung ausgestattet

cos ¢
E:%ép é,= | sing
0

und das Potenzial mit dem fiir diese Symmetrie typischen logarithmischen
Potenzial fiir den Fall einer Linienladung
q r

P(r) = 5-log o

L (2.7)

Details als Ubungsaufgabe.

Loftmals wird p statt r verwendet, was hier aber mit der Ladungsdichte verwechselt werden
konnte
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2.4 Allgemeine Losung mittels Greenscher Funk-
tion

2.4.1 Lineare Probleme und Greensche Funktionen

Wir beginnen zunédchst mit der Betrachtung linearer Gleichungssyteme fiir einen
(i.A. n-dimensionalen) Vektor x. Fiir eine gegebene Inhomgenitéit konnen diese
geschrieben werden als A - x = y. Dieses kdnnen wir mit verschiedenen Metho-
den 16sen, z.B. mittels Gauk-Elimination. Wenn die Aufgabe besonders wichtig
ist und wir viele Inhomogenitéten studieren wollen, dann invertieren wir zuerst
die Matrix, d.h. wir finden A~?! so, dass A - A~! =I. Wenn wir dies haben,
dann konnen wir die Lésung zum urspriinglichen linearen Gleichungssystem re-
duzieren auf x = A~! - y. Letzeres konnen wir leicht beweisen indem wir nachr-
rechnen A - x=A-A"1.y=y.

Die Eigenschaft, die wir hier eingesetzt haben, ist im Wesentlichen die Li-
nearitit der Gleichung. Da die Maxwellgleichungen auch linear sind, méchten
wir diese Technik hier nutzen. Allerdings sind dies keine linearen algebraischen
Gleichungen, sondern Differenzialgleichungen. Die “Vektoren” sind Funktionen
und statt natiirlicher Zahlen als Index miissen wir reelle Zahlen ¢ (bzw. Tupel
reeller Zahlen) als Index akzeptieren. Die Matrix A wird ersetzt durch den (be-
liebigen) Differenzialoperator Dy sowie eine Randbedingung. Wir stellen jetzt
die Gleichungen aus dem algebraischen Problem - nicht in Matrix-, sondern in
Koeffizientenschreibweise - mit den Differnzialversionen gegeniiber. Wir moch-
ten gerne losen

> Az =y; Dgf(q) = g(q) (2.8)
Die Inverse des linearen Operators nennen wir hier G (g,¢’). Die Bestim-
mungsgleichung ist

z:AjiA;k1 =465 D,G(¢,qd') =0(¢—¢') + Randbedingungen. (2.9)

Hier haben wir fiir den Fall von Matrizen das Kroneckerdelta und fiir die
Differenzialgleichung das Diracdelta eingefiithrt. Wenn wir G' gefunden haben,
koénnen wir die urspriingliche Differenzialgleichung fiir jede Inhomogenitét g(q)
16sen indem wir ausrechnen

flg) = /dq’G (a,4") g(q").

An dieser Stelle sehen wir, dass es wichtig ist, G als 'Matrix’ (also als Funk-
tion von zwei Indizes) zu behandeln - was hier steht ist die Anwendung einer
Matrix auf einen Vektor. Dies ist auch wichtig wenn wir nachrechnen, dass f
tatsichlich Gl. (2.8) 15st

Dq/dq’ G(e.4)g9(d) = /dq’ (DG (q,4")]9(q)
q)

/dq’ 6(q—q)g(d)=g(

qu(Q)
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Das Losen einer lineren Differenzialgleichung kann also auf die Bestimmung
einer Greenschen Funktion zuriickgefithrt werden - und auf die Berechnung des
Integrals iiber die Inhomogenitét. Dies definiert einen klaren Weg, den wir jetzt
fiir die Elektrostatik beschreiten wollen.

2.4.2 Greensche Funktion fiir die Poissongleichung mit
einfachen Randbedingungen
Die recht subtile Diskussion von Randbedingungen in Greensfunktionsproble-

men wollen wir zunéchst vermeiden, indem wir die Poissongleichung mit einer
einfachen Randbedingung im Unendlichen betrachten

Ap=—-L" lim ¢ () =0. (2.10)

€0 r—00

Die Bestimmungsgleichung fiir die Greensche Funktion (2.9) ist in diesem
Fall
AG (7,7") = 6% (F— ) (2.11)

Da der Differenzialoperator selbst den Ort 7 nicht explizit enthilt und auch
die Randbedingung translationsunabhéngig ist (verschobenes Unendlich ist im-
mer noch Unendlich) héngt die Greensfunktion nur von der Differenz der Koor-
dinaten # = 7 — 7 ab und wir kénnen umschreiben

AG (%) =6° (7). (2.12)

Da die Funktion im unendlichen verschwindet, kénnen die Gleichung Fou-
riertransformieren zu

1

—kQG(E)zl N G(E):—ﬁ

Diesen bertickend einfachen Ausdruck wollen wir jetzt zuriicktransformieren
gemaéfs
Bk gzl
G (%) = / A ik L

Zur Behandlung dieses Integrals fiihren wir jetzt Kugelkoordinaten im k-
Raum ein und bestimmen dass 6 der Winkel zwischen k und & ist. Damit haben

WIr
G(f) = —/dk’ kpl/dcoseeikmcose/d(b
(2m)® k2

1 ikx cos 6
= 74—71_2/dk /dcos@e

1 1 i cos =1 1 e sin kx
- = dk—— ikx cos 6 - = dk )
472 / ik cos f=—1 272 /0 kx
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Das letzte Integral, das wir ausrechnen miissen, ist das iiber die sinc-Funktion,
die Sie wahrscheinlich aus der Beugung kennen. Es ist 5~ (nachschauen!) und

wir finden insgesamt
1

CAw|F -7

Dies ist natiirlich eine bekannte Funktion - bis auf den Vorfaktor —¢ /€0 den
wir beim Ubergang von (2.10) zu (2.12) unterschlagen haben - das Potenzial
von einer Punktladung am Punkt 7 gemessen am Punkt 7. Klar, die Bestim-
mungsgleichung (2.11) ist ja auch die entsrechende Poissongleichung. Damit ist

die Losung des allgemeinen elektrostatischen Problems mit der einfachen Rand-
bedingung, Gl. (2.10)

G(r, ) = (2.13)

1 p (™)

=— [ d* : 2.14

o) g [0 £ (214)
Wir schreiben also das Potenzial als mit der Ladungsdichte gewichtete Uber-

lagerung von Punktladungen. Mit dem Finden dieser wichtigen Darstellung ist

aber unsere Arbeit nicht erledigt, denn die Berechnung des Integrals erfordert

im Allgemeinen weitere Ndherungsmethoden.

2.4.3 Einfache Anwendung der Greensfunktionslésung

Wir betrachten einen Fall, in dem das Integral (2.14) geschlossen ausgerechnet
werden kann: Eine Linienladung bei 2 = y = 0 und |z| < L. Die Ladungsdichte
ist p(7) = 0 (x)0 (y)© (L — |2|). 0 = Q/2L ist die Linienladungsdichte. Wir
bezeichnen R = /22 + y? und erhalten aus Gl. (2.14)(2.14)

(L/2=2)/R g

o) =2 /L dz' B a/
47T60 L /R2+(Z—Z/)2 471'60 —(L/242)/R /1_1_32"

Hier haben wir s = (2 —z) /R substituiert. Bei der Berechnung komplizierter
Integrale durch Nachschlagen empfiehlt es sich immer, zuerst das Integral so
einfach wie moglich dimensionslos zu machen. Hier sehen wir z.B. sofort, dass
der Abstand des Aufpunkts vom Ende der Linienladung verglichen mit dem
Abstand von der Linienladung ein wesentlicher Parameter ist. Wir schlagen
nach und finden, dass

¢ (1) =

47eg

L/2— L
(sinh_1 Lp2-= +sinh ™! 2+Z> .
R T

Wir kénnen das im Fall . — oo mit unserer Losung mittels Gausschem Satz
vergleichen. Wir nutzen die Identitit sinh ™' z = log (m +v1+ xz) und finden

o (F) = 7 log (é)+const.

27meg

in Ubereinstimmung mit GI. (2.7).
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2.5 Multipolentwicklung

Abgesehen von Spezialfillen ist das Integral in Gl. (2.14) schwierig zu berechnen.
Wir fithren darum die Multipolentwicklung als Naherungsmethode ein, die auch
eine klare physikalische Interpretation zulésst.

2.5.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Wir fithren die Entwicklung zunéchst in kartesischen Koordinaten durch, die
einen besseren Anschluss zur Experimentalphysik erlauben aber schwer in hohe
Ordnungen zu bringen sind. Die Crux an Gl. (2.14) ist die rdumliche Abhéngig-

keit des Nenners .

P =7 = - 27

Insbesondere das Skalarprodukt am Ende verdient besondere Aufmerksam-

keit. Wir gehen jetzt davon aus, dass wir uns weit weg von der Ladungsverteilung

befinden, d.h. aufierhalb einer Kugel um den Ursprung mit Radius R ist keine

Ladung, p = 0 und wir berechnen das Feld in einem Aufpunkt # mit r > R.

Dies erlaubt es, ' /r als kleinen Parameter zu behandeln. Wir nutzen aufserdem
die binomische Reihenentwicklung

(1+x)1/2:i(1]{:2>xk:1—§+3g2+0(x3). (2.15)
k=0

Wir entwickeln also

N -1 1 7 r
_ — Z41/1-2 — = 2.16
|7 =7 . 5t s (2.16)
1 P 1/t 3 () 1
_ T(1+ Tt 5 r 5 +0(T4). (2.17)

Hier ist zu beachten, dass wir am Ende einmal einen Term aus der ersten
Ordnung von (2.15) mit der zweiten Ordnung kombinieren, weil die beide die
gleiche Ordnung in 1/r haben. Auch gilt es zu beachten, dass jedes 7 im Zahler
natiirlich mit O (r) zur Gesamtordnung des betreffenden Terms zahlt.

Wir diskutieren jetzt diese drei Ordnungen in 1/r.

Der erste Term in der Klammer nihert |7 — 7|1 ~ 1/r. In dieser Niherung
ist dann Gl. (2.14) nidherungsweise

b (7) =~ o (7) = Q= [@r o,

Diese Ordnung féllt also wie 1/r ab und ist allein durch die Gesamtladung
Q gegeben. Das Potenzial ist isotrop. Man nennt dies auch den Monopolbeitrag.

In der néchsten Ordnung erhalten wir eine Korrektur in der nichsten Ord-
nung von der Form

4dmeor

1 dé
dmey 12

ba ()

J:/dgr 7p (7).
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Der Vektor d ist der iiber die Ladungsverteilung gewichtet gemittelte Orts-
vektor und heift Dipolmoment. Dieser Beitrag zum Potenzial ist ansiotrop auf
eine einfache Art und Weise - ihr Betrag hangt vom Winkel des Ortsvektors mit
dem Dipolvektor ab. Das Dipolmoment hat als Dimension Ladung mal Lénge
und skaliert mit QR. Der Beitrag fillt schneller ab als die vorherige Ordnung,
namlich wie O (R/ 7"2) . Zur Berechnung des zughorigen Dipolfeldes berechnen
wir exemplarisch

O P T pr=3(-T)a/r
or 3 r4 ’

Damit erhalten wir insgesamt fiir den Dipolbeitrag zum Feld

Bo_ 37 (p- ) —rp
= Ameqrd ’

Trotz der Schreibweise fillt dieses Feld in O (R/r®) ab und besteht aus einer
radialen Komponente die besonders grof ist, wenn man entlang des Dipolmo-
ments schaut, und einer Komponente parallel zum Dipolmoment.

In der néchsten Ordnung, bestehend aus den letzten beiden Termen von GI.
(2.15) schreiben wir diese Terme zunéchst etwas um, ndmlich

Hier haben wir die Quadrupolmatrix 3 definiert als
Q= /d3r’ (377’-F'T —r'QT))p(F"’).

In dieser kompakten Schreibweise ist zu beachten, dass T die dreidimen-
sionale Einheitsmatrix ist und dass es sich bei 7+ #7 um eine Matrix handelt,
das sogenannte dyadische Produkt. Beim Skalarprodukt wére der erste Faktor
transponiert und der zweite nicht. Der Eintrag der Matrix an der Stelle ij ist
dann

Qij = /dsr’ (31";7’;- - 5ijr'2> p (7).

Es lésst sich leicht zeigen, dass ), Qi = 0, die Matrix ist also spurlos.
Auferdem ist sie symmetrisch, was die Zahl der unabhéniggen Parameter auf 5
legt. Das resultierende Potenzial
1 1 5 <=
= =7 - Q T

8meg 10 @

dq (7)

fallt ab wie 1/r3 und ist wiederum anisotroper als das Dipolpotenzial. Daraus
lasst sich entsprechend auch wieder das Feld konstruieren. Die Namen Dipol-
und Quadrupolmoment lassen sich anhand von Punkt Di- und Quadrupolen
verstehen (Ubungsaufgabe) die aus 2 bzw. 4 entgegengesetzten Punktladun-
gen bestehen. Wir sehen, dass mit ansteigender Ordnung das Potenzial immer
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schneller abfillt und immer anisotroper wird. Dies lasst sich (Vorlesung!) gra-
fisch leicht verstehen: Je weiter man weg ist, desto mehr gleichen sich Ladungen
von unterschiedlichen Orten aus, da der Unterschied in der Entfernung zwi-
schen Aufpunkt und verschiedenen Punkten in der Ladungsverteilung immer
unwichtiger wird.

2.5.2 Kugelflaichenfunktionen

An der Art der gerade durchgefiihrten Entwicklung sehen wir, dass es schwie-
rig ist, diese in hohere Ordnung zu treiben. Zum einen wird die Buchhaltung
der verschiedenen Terme immer schwieriger, da wir Ordnungen im anisotropen
Term mit denen des r~ Terms vermischen. Zum anderen bekommen wir dann
Tensoren héherer Stufe. Da wir aber schon gesehen haben, dass das auch ei-
ne Entwicklung im Grad der Anisotropie der Ladungsverteilung ist, wollen wir
eine dhnliche Vorgehensweise jetzt in Kugelkoordinaten anwenden. Wir folgen
weitestgehend der sehr vollstdndigen, wenn auch auf ersten Blick nonchalant
wirkenden Darstellung aus Kapitel 20 von Schwinger.

Wir diskutieren zunéichst die Zusammenhénge zwischen verschiedenen Lo-
sung der Laplacegleichung fiir r > 0.

Gradienten von Lésungen Ist ¢ (¥) eine Losung der Laplacegleichung, dann
ist (&' . ﬁ) ¢ () eine Losung der Laplacegleichung.
Dies ist klar, denn die Anwendung des Laplaceoperators kann mit der An-

wendung parzieller Ableitungen vertauscht werden, ebenso die Bildung linearer
Kombinationen aus diesen parziellen Ableitungen.

Damit kénnen wir per Induktion schliefen, dass fiir beliebige Vektoren @y, . . . , @

auch

[(alﬁ) (mv)] 1 rTlﬂfl (7 (2.18)

r
eine Losung der Laplacegleichung fiir r» > 0 ist.

Homogenitdt Das oben definierte f; (7) ist eine homogene Funktion vom
Grad I, d.h. f(s7) = sl f (7).
Wir schreiben den Gradienten in Kugelkoordinaten als V=¢,0, + ég%(% +

é¢ﬁ1ng@¢. Unter der Transformation r— st V — s~!'V. Damit transfomiert
sich die linke Seite von GI. (2.18) mit s~~! woraus die Behauptung folgt.

Inversion Ist ¢ (7) eine Losung der Laplacegleichung fiir » > 0, dann ist dies
auch ¢ (7) = ¢ (7/r?).

Dies lésst sich leicht nachrechnen, wenn man beide Funktionen in Kugelko-
ordinaten ausdriickt und den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten

1 2

1, 1 ,
A= = or (r*0,) + = Smaae (sin00y) + a2 98¢ (2.19)
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benutzt. Als Korrolar sehen wir, dass die so definierte Inverse der rechten
Seite von Gl. (2.18) gerade f; (¥) ist, somit ist f; (7) eine Losung der Laplace-
gleichung fiir r > 0.

Homogene Polynome Motiviert durch diese Ergebnisse konzentrieren wir
uns auf Losungen der Laplacegleichung, die homogene Polynome vom Grad [
sind. Wieviele linear unabhéngige Losungen gibt es? Nun, eine Basis des Raums
aller Polynome sind die Monome x*1y*22%s. Wir wollen das erst in zwei Di-
mensionen kliren: Von den z*14*> fordern wir den Grad n=Fk; + ko. Dies fiihrt
zu n + 1 unabhéngigen Monomen vom Grad n. In drei Dimensionen geben wir
zunéchst ks einen festen Wert. Damit ist k1 + ko = [ — k3. Fiir diesen Wert gibt
es nach dem eben gesagten [ — k3 + 1 Moglichkeiten. Wenn wir das jetzt iiber
k3 summieren sehen wir, dass es (I + 1) (I + 2) solcher Monome gibt.

Wieviele dieser Monome l6sen jetzt die Laplacegleichung? Nach zweimaligem
Differenzieren entsteht ein Monom vom Grad [ —2. Analog zu oben gibt es davon
%l (I — 1) Stiick. Dieses muss aber null sein, d.h. dies ist die Zahl der Einschrén-
kungen. Die Gesamtzahl an Monomen vom Grad [ die die Laplacegleicung 16sen
ist damit

%(z+1)(z+2)—%za—1)=2z+1.

Dies ist ein bemerkenswertes Ergebnis. Wenn wir auf die Multipolmomente
Ladung, Dipolmoment, und Quadrupolmoment zuriickblicken so sehen wir, dass
dies Beispiele fiir unsere Konstruktion sind: Es sind homogene Funktionen vom
Grad -l — 1 und es gibt 1,3, bzw. 5 von ihnen.

Zusammengefasst haben wir Losungen der Laplacegleichung behandelt (ohne
sie ausdriicklich zu konstruieren), die homogene Funktionen vom Grad [ sind und
zuammenhéngen mit homogenen Funktionen vom Grad -I — 1 zusammenhén-
gen. In Kugelkoordinaten kénnen wir die m-Abhéngigkeit (die die Homogenitét
bestimmt) und die Winkelabhéngigkeit separieren und diese beiden Gruppen
von Losungen schreiben als

MYim (0.0) 7' Yim (0,9).
Die Funktionen Y} ,,, heifen Kugelfldchenfunktionen.

Form der Kugelflichenfunktionen Wir wollen jetzt die Y] ,, systematisch
konstruieren. Wir machen das iiber den Ansatz der Losung als homogene Funk-
tion vom Grad [. Insbesondere fragen wir uns, unter welchen Bedingungen das
Monom (@ - r_')leine Losung der Laplacegleichung ist. Wir differenzieren zwei Mal
und herhalten
A@-»'=1(l-1na@ »n2=o.

Fiir [ > 2 kann dies nur erreicht werden, wenn a2 = 0 was auch zwangsliufig
zu einem komplexen @ fithrt. Wir definieren die komplexen Kombinationen a, +
iay = £ und a, — iay = —fi. Die komplexen Zahlen &4 sind dabei vollig
beliebig und unabhéngig, was wir gleich benutzen werden. Es folgt dann mittels

0 =a* = (a, — iay,) (az +ia,) + a?
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automatisch dass a, = £;& sein muss. Damit konnen wir den Winkelanteil
schreiben
. z+iiy 1 . T — 1y z
(ag —iay) — + 3 (ag +iay) — + @

[—{i sin fe'® + €2 sin fe ™ 4 26 £_ cos 9] .

y

o

N

Il
N = N

Dies erheben wir jetzt in die [-te Potenz und betreiben dann quadratische
Ergénzung

2 i\ ! T\ 2 ) :
(@-e) = (£+€ ) [(gsiHHe_m) +2§Sin600896_2¢—sin29]

2sin 6 £+ +

2 _ipN\ L ' 2 !
(5:,6 0) [(g sin fe " + cos 9) — 1] .
1n +

Jetzt betrachten wir einmal den Ausdruck in den eckigen Klammern. Diesen
kénnen wir schreiben als

[(62 + 20)* — l]l = Z—

s=0

wobei wir im zweiten Schritt eine Taylorentwicklung von (22 — 1)l um z = 2y

vorgenommen haben, die nach 2[- Termen enden muss, da wir ja ein Polynom
der Ordnung 2! entwickeln. Die Taylorentwicklung eines Polynoms mag wie eine
ungewoOhnliche Mafinahme wirken ist aber sehr wirkungsvoll zur Verschiebung
ds Ursprungs. Wir setzen dies oben ein und subtituieren m = [ — s und erhalten

2l il ! l—m I—m
IO f+€ 1 [ —ig d 2 l
€ = == sin 6 B a— 0—1) .
(@-é) 2l sin' 0 = (I —m)! <§+ SHLve dcost—™ 0 (cos )

l I+m sl—m | ) l—m 2 -1
ny = (L m)t G =m geimo__4 (cos )

= N T=m) T+ m)! (I —m)! dcosl=m 0 24!

Im letzten Schritt haben wir einfach ein wenig ummultipliziert. Da die {4
beliebig waren und auf der linken Seite (aufgrund der Parameterisierung) auf
jeden Fall eine Losung der Laplacegleichung steht, ist rechts jeder Term eine
Losung der Laplacegleichung. Wir haben aus einer Losung als 2] 4+ 1 Losungen
generiert. Wie definieren

é-j_+m€{—m

i T T T

und benutzen das bisher gewonnene zur Definition (mit geeigneter Vorfak-
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torkonvention - dazu spater - der Kugelflichenfunktionen

- l
e - lzwlm\/zl‘ily (6.9) (2:20)

l
2 + L Am)! g o gy d=m  (cos?6 —1)
Yim (0,0) =y (1 —m) ' (sinf) = G immg e

Grundeigenschaften der Kugelflichenfunktionen Wir sehen an Glei-
chung (2.20), dass die Transformation £, < -, § < —0 und ¢ — —¢ die
Gleichung invariant lisst, d.h. fiir die Kugelflichenfunktionen

lem (07 ¢) = Y—l,fm (—9, _¢)

was uns die alternative (und oft praktischere Darstellung) liefert

[20+1 (- dH+m 29 1)
Yim (8,6 Jr m) e™? (—sin )" (COS ) .
l+m 1 d cositm @ 24!

(2.21)
Wir listen Beispiele fiir niedrige Indexwerte
1
Yoo = —
00 T
Y, 3 o5 (2.22)
= — cos .
10 T
3 +ig
Yidt1 = Fy/ g—sinfe
8w
Yoo = \/— > (3cos 9—1)
167
15 ,
Yor1 = TF/— cosfsinfet®
8m
15
Yoro = 3or sin? fe*2i®

Wir kénnen weitere Eigenschaften ablesen: Der polare Anteil windet sich
m mal um die Kugel, der azimuthale Anteil ist ein Polynom ! ter Ordnung
mit entsprechend vielen Nullstellen. Die Funktionen werden also mit steigenden
Indizes immer anisotroper.

Orthogonalitidt FEine fiir praktische Rechnungen wichtige Eigenschaft der
Kugelflichenfunktionen ist ihre Orthogonalitit. Wir studieren dazu das Inte-
gral

[ao @ et a-e)



Da wir iiber alle Richtungen 2in‘cegrieren muss das Ergebnis ein rotationsin-
varianter Skalar sein. Da @? = @* = 0 ist gibt es nur @-@* . Diese Kombination
taucht genau dann als einzige auf, wenn [ = [’ ist. Damit ist das Integral

/dQ @ &) @ e =opC @ -at.

Der Koeffizient C; ist unabhiingig von @ und @* so lange wie @? = 0 ist. Wir
wihlen @ = (1,7,0)" . Damit ist das Integral (nur im Fall [ =1 )

1 2m
/dQ (sin@e_w)l (sin@ew)l = / dcosf sinQZH/ do
0

-1

277/1 dz (1 — 22)l
(2111)?
(204 1)

= 4dn

Den letzten Schritt kann man leicht mit vollstdndinger Induktion und parzi-
eller Integration zeigen. Wenn wir jetzt die Entwicklung (2.20) einesetzen, dann
finden wir

@-e) @ e) 2t
/ Ay~ = Ay @9

47 4
- ) | [ dQ Y, Vi
D Vit 20+ 1 21/+1/ rm/ 2l

m,m’

Um einen verniinftigen Koeffizientenvergleich durchfiithren zu kénnen, miis-

NSRS . . . . .

sen wir (@ - @*)" nach Potenzen von &4 sortieren. Wir finden mittels der binomi-
schen Formel

ol (@-ar) (e +¢ ¢ )

+1)! (204 1)!
_ 1 l (21)' * l+m % l—m
- mm;m<f+f+> (€7¢-)

]' *
= 51 2 VimYm

Da klarerweise die Diskussion nur m = m’ beinhaltet, liefert Koeffizientenver-
gleich die Orthogonalitétsrelation

/ AQ Y Yim = 01O (2.23)
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Legendrepolynome Da Kernelement der azimuthalen Abhéngigkeit der Ku-
gelflachenfunktionen sind die Legendrepolynome

d (1‘2 — 1)l

Pi(@) = g~ om

Dies sind Polynome vom Grad ! die so normiert sind, dass P, (1) = 1 ist.

2.5.3 Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten

Wir haben jetzt viele Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen kennengelernt
- wie helfen sie uns, elektrostatische Aufgaben zu l6sen und insbesondere das
Greensfunktionsintegral zu knacken?

Unsere Rechnung spielt sich in Kugelkoordinaten ab, d.h. wir benutzen die
entsprechende Darstellung des Laplaceoperators Gl. Inversion. Wir haben schon
gezeigt, dass fiir r > 0 die Funktionen r'Y,, (6, ¢) und =1V}, (6, ¢) Losungen
der Laplacegleichung sind. Wenn wir uns jetzt den Radialteil hernehmen finden

LA e 1)

weshalb wir auch gezeigt haben, dass

1
sin @ si

1
|:l (l -+ 1) -+ Op (sin@ae) + 1129835] Yim (9, ¢) =0

ist. Wir wollen jetzt die Greensche Funktion, also die Losung von (2.12)
konstruieren. Dazu schreiben wir das Diracdelta auf der rechten Seite in Kugel-
koordinaten um

1 1
3 (= _ ) — A _ Y
0 (P —7") T25(r r)sin05(9 0 (p— ")
(zum Beweis brauchen Sie die Substitutionsregel im Integral, Ubungsauf-
gabe!). Damit brauchen wir fiir » # 7’ eine Losung der Laplacegleichung und
setzen an, unter Beriicksichtigung der Randbedingungen

(7 — ) {zlm Ay (0, 8) 1'Yin (0.9)  fiixr <o’ (2.04)

> im Bim (6',9") r= 1Y, (0,¢)  fir r > 1

mit zu bestimmenden Koeffizienten A;,,, und Bj,,. An der Stelle r = ' hatten
wir jetzt gerne, dass die Funktion stetig ist, die Ableitung aber springt geméf
' +0T .
= 5(0—0)5(0—¢).

»_o+ sind

oG
J— 2 PR
" or

Zum Herleiten dieser Beziehung haben wir die Laplacegleichung iiber eine
infinitesimale Kugelschale um r = r’ integriert. Wenn wir unseren Ansatz in die
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Stetigkeitsbedingung einetzen erhalten wir ' Ay = '~ Byy. Die Koeffizien-
ten sind also nicht unabhéngig, sondern kénnen beide durch eine einzige Grofe
Clm audgedriickt werden geméfs

Cim B = Tllclm. (2.25)

Die Anschlussbedingung fiir die Ableitung liefert

1
7,/

Bim 141
Z{(Hrl) I A | Vi (6,6) =

Im
/ / 47T / /

D @A 1) Cim (0,8) Yim (6,0) = ——5(0—0")3(¢ — ¢[2.26)

m
Hier kénnen wir jetzt die Orthonormierung benutzen, d.h. wir multiplizieren
beide Seiten mit Y}, (0, ¢) und integrieren iiber den Raumwinkel Q. Dies liefert

_ 4m * Y
Clm— 20+ 1 lm(9a¢)

Wenn wir dies wieder in Gl. (2.26) einsetzen, dann erhalten wir

* VAN 1 / /
D Yim (6,:0) Yisn (0, 6) =3 (0 8)6 (6 — o).

lm

Dieser Audruck mag auf den ersten Blick einer Orthnormiertheitsbedingung
ghneln, aber die Indizes scheinen vertauscht. Tatsédchlist das das die Vollstdin-
digkeitsrelation fir die Kugelflichenfunktionen - was rechts steht ist eine Art
Einheitsmatrix zumindest fiir den Winkelteil der Kugelkoordinaten, links steht
letztlich, dass wir durch das Zusammenfiigen der Kugelflichenfunktionen die
Einheit herstellen, also Vektoren auf sich selbst abbilden. Diese Art der Argu-
mentation wird in der Quantenmechanik gang und gibe sein - hier wird sie
nachher in die Rechenmethode zur Anwendung der Multipolentwicklung einflie-
fen. Dies zeigt uns auch, dass unser nonchalanter Ansatz, homogene Polynome
zu suchen, und geniigend Funktionen geliefert hat.

Jetzt konnen wir die Greeensche Funktion aufschreiben, indem wir Gln.
(2.24)(2.25) kombinieren zu

G(r-v) = LZiLQ zl: Yim (6,6) Yoz, (0, 42-27)
47T‘7_‘)—F'| P 2l+1rl>+1 S~ m Y, Im s .
_ min /
r = max {T,’I“}~ (228)

Damit koénnen wir die Losung eines elektrostatischen Problems schreiben,
indem wir innere und &ufsere Multipolmomente definieren

G () = / ar' / 4 Yy, (0.6 p (7) (2.29)
0
() = / ar' ¢ / Y Y, (0, 6) p (7)
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Diese sind nicht mehr von der Rdumlichen Orientierung des Aufpunkts 7
abhéngig. Das gesamte Potenzial kénnen wir dann als Kombination von inneren
und &dufleren Beitrdgen schreiben

1 1 ;o
o0 =52 T {qlf?ff) i (1) 7| Yim (8:9).

lm

In praktischen Berechnungen von q;{ < kénnen wir die Ortogonalitit der

Kugelflichenfunktionen (2.23) nutzen. Wir sehen, dass wenn der Aufpunkt au-
ferhalb der Ladungsverteilung liegt, ist qlfn = 0 und das Potenzial fillt schneller
ab, je hoher der Multipolindex [ ist, wie »—!~1. Auch bedeutet héheres [ dass
die Ladungsverteilung und das Potenzial entsprechend anisotroper werden, siehe
die Diskussion iiber die Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen oben.

2.5.4 Beispiel: Doppelhalbkugelschale

Als Beispiel fiir diese Methode betrachten wir zwei hohle Halbkugelschalen vom
Radius R, die entgegengesetze Ladungen +¢ tragen. Die Ladungsdichte ist also
damit

p(r,0) = cd (r — R)sign (cosb)

wobei signz = x/|z| die Vorzeichenfunktion ist. Zunéchst mal berechnen wir die
Ladung der oberen Kugelschale

1
q:p/drrzé(r—R)/ dcosf /d¢:27mR
0

also 0 = q/2mR%. Uns interessiert das Potenzial auferhalb, »r > R. Fiir das
Winkelintegral in Gl. (2.29) bendtigen wir zunéchst das azimuthale Integral.
Geméf Gl. (2.21) brauchen wir

2m
d¢ P (T, 0) eim¢ = 27Tp (Tv 9) 6m0-
0

Wir sehen also, aufgrund der azimthalen Symmetrie, also der ¢-Unabhéngigkeit
von p tragen nur Terme mit m = 0 bei. Damit haben wir nur

1
ol+1 d (0052 0 — 1)
Yio (6,9) = 41 dcos! 6 2l

zu benutzen. Wir sehen, dass dieses Polynom in cosf den Grad [ hat und fiir
(un)gerades | (un)gerade in cos @ ist. Damit tragen nur ungerade ! zum Integral

1
aGg = Qqu/ dcosf Y (0, )
0

bei. Dies kénnen wir noch ein wenig umformen zu, mit [ = 2k+1

1

4k +3 o 1 d?* 2k+1
> — 2k+1 2 0—1 ]
T2k+1,0 a1 92k (2k + 1)! dcos2* 0 (cos ) .
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An der oberen Grenze erhalten wir immer den Wert null, da bei 2k Ablei-
tungen von 2k + 1 Faktoren immer einer iibrig bleibt. Wir haben also nur den
Beitrag von der unteren Grenze. Andererseits haben wir durch das letzte Diffe-
renzieren immer einen Faktor cosf , der an der unteren Grenze verschwindet,

es sei denn k = 0. Damit bleibt nur der Dipolbeitrag q1>7 0= %qR. Insgesamt
erhalten wir fiir das Potenzial, mittels Gl. (2.22)

2.6 Randwertprobleme der Elektrostatik

Wir haben uns jetzt einen Satz von Methoden zurecht gelegt, mit denen wir
elektrostatische Probleme 16sen kénnen, bei denen die triviale Randbedingung
¢ (r — 00) — oo angenommen wird, die Ladungen sich also im leeren Raum be-
wegen. In der Praxis konnen wir das meist nicht annehmen. Stattdessen kénnen
Randbedinungen auf Flachen S vorgegeben sein. Man unterscheidet hierbei

e metallische Flachen: In Metallen kénnen sich Ladungen frei bewegen, wenn
sie elektrischen Feldern ausgesetzt sind. In der in diesem Kapitel diskutier-
ten statischen Situation tritt dies nicht auf, darum sollten im Metall keine
elektrischen Felder exisiteren. Im Inneren des Metalls sind diese dann auch
von Oberflachenladungen abgeschirmt, darum miissen wir uns nicht wei-
ter kilmmern. An der Oberfliche kénnen senkrechte Felder ebenfalls die
Ladung nicht bewegen (Austritt von Elektronen durch starke Potenziale
sei hierbei aufler Acht gelassen). Entscheidend ist es dann, dass Felder,
die tangenzial zur Metalloberfliche stehen, verschwinden. Das wird er-
reicht, indem das Potenzial auf der Metalloberfliche konstant gehalten
wird. Der Wert kann dabei durch Anschluss an eine entsprechende Ap-
paratur vorgegeben werden. Noch allgemeiner konnten wir uns vorstel-
len, dass eine Oberfliche aus lauter kleinen Metallsegmenten vorliegt, auf
denen individuell ein Potenzial vorgegeben wird. Mathematisch nennen
wir all diese Félle einer Randbedingung mit vorgegebenem Potenzial die
Dirichlet- Randbedingung.

e isolierende Flachen: Auf isolierenden Flachen, z.B. an der Oberflache po-
larer Nichtleiter, sitzen i.A. starke Ladungen nahe der Oberfliche. Diese
geben das elektrische Feld auf der Oberfliche vor. Hier spricht man von
der von-Neumann-Randbedingung.

Im Allgemeinen sind in elektrostatischen Problemen gemischte Randbedingug-
nen vorgegeben. Wir wollen jetzt unsere Greensfunktionsmethode dahingehend
erweitern, dass wir exemplarisch den Fall von Dirichlet-Randbedingungen be-
handeln, was uns zur Methode der Spiegelladungen fiihren wird. Die Konstruk-
tion des von-Neumann-Falls geht ganz analog
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