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Kapitel 1

Pfadintegrale

1.1 Definitionen und Konzepte ... muss nachge-
tragen werden

1.2 Quadratische Wirkung

1.2.1 Freies Teilchen und harmonischer Oszillator - wird
nachgetragen

1.2.2 Vorfaktor vereinfacht - die deWitt-Morette Deter-
minante

Fiir ein Teilchen mit quadratischer Wirkung wurde das enstehende Gaufische
Pfadintegral ausgerechnet und ergibt

<atf|U(t)|xl> = #f@) exp (iSeq1/h)

wobei S; die Wirkung entlang des klassischen Pfades ist und der Gelfand-
Yaglom-Faktor f , der durch das Ausintegrieren aller Gaufischen Integrale ent-
lang des Weges entsteht, das Anfangswertproblem

mf+e(t)f =0 f(0)=0, f(0)=1 (L.1)

16st. Hier ist c(t) der Vorfaktor von 22/2 in der Lagrangefunktion.
Wenn die Lagrangefunktion nicht von vornherein quadratisch ist, insbeson-
dere fiir ein Teilchen in einem allgemeinden Potenzial

L= %@2 —V(2)

entwickeln wir entlang der klassischen Losung

S~ Sy + %8



wo wir genutzt haben, dass die klassische Losung x.; das Hamiltonsche Prin-
zip erfiillt, 6S|s = 0. Entwiclung der klassischen Lagrangefunktion liefert fiir

Y =T — T¢l
1
525 / ’ (T;yQ 2""(96c1)y2>

die linearen Terme heben sich mittels der Newtonschen Bewegungsgleichung
weg. Damit ist im Sinne der obigen Rechnung c(¢) = V" (2 (t)). Der Ausdruck
fiir den Propagator gilt weiterhin, denn im Rahmen der Semiklassik ist die
Wirkung ja weiterhin quadratisch!

Statt einer neuen Differenzialgleichung konnen wir dies auch mithilfe der
De-Witt-Morette Determinante rechnen. Zu ihrer Konstruktion betrachten wir
zunéchst den Differenzialgleichungsteil von Gl. (1.1)und ignorieren die Anfangs-
bedingung. Offensichtlich ist f1(¢) = Zc(t) eine Losung, denn aus der Newton-
schen Bewegungsgleichung Z.; + V’(zq(t)) = 0 erhalten wir die entsprechende
Dgl durch weiteres Differenzieren nach der Zeit. Aber f; erfiillt nicht auto-
matisch die Anfangsbedingung in Gl. (1.1). Wir bendtigen eine zweite, linear
unabhéngige Losung. Diese ist

t dt/
fa(t)=f1(t) . PO
Wir kénnen namlich priifen, dass fa(t) = f1(t) fg #’i/) + f%(t) und damit
) = 1) [ g+ 0 B o)

o F2) TR R

wobei wir genutzt haben, dass f; die betreffende Gleichung 16st. Wir kon-
nen jetzt leicht iiberpriifen, dass das vollstdndige Anfangswertproblem gelost
wird von f(t)=f1(0)f2(t). Damit haben wir schon f(¢) durch die klassische Lo-
sung ausgedriickt und miissen keine weitere Differenzialgleichung mehr 16sen.
Jetzt wollen wir diesen Ausdruck noch durch géngigere physikalische Grofsen
ausdriicken.
Dazu berechnen wir
028 _ Op(xy)
Or;0xy Oz

Diesen Ausdruck kénnen wir weiter umformen. Fiir ein Teilchen gilt

p(xs) = \/2m(E — V(zy)) (1.2)

also
Op(xy) m OF

ox; - p(xy) Ox;

Mit der in der ersten Ubung gezeigten Identitit aus dem Hamilton-Jacobi-
Kalkiil finden wir

OFE 9*°S  op(z;)  m OFE

dx; Oz oty Aty plx;) Oty
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Wobei wir im letzten Schritt die Auflésung (1.2) verwendet haben. Aus dem
gleichen Ausdruck erhalten wir

¢ —t»—/dt—m/d—x—,/@/xfidx
ro p 2 Joo JEV(2)

woraus wir folgern kénnen

0B (o[ /”fdﬁ@ o 2/“@ o _1/tfdt B
oty  \OF -\ 2 P?POE -\ e PP N m [, i3

Damit haben wir das Integral in fs ausgedriickt und koénnen alles zusam-

menbauen zu o2
1
—1 te)—e — _
7 (t) m ( 0x;0x f>

Dieser Ausdruck heifft de Witt-Morette-Determinante (nach der mathema-
tischen Physikerin Cécile de Witt-Morette). Damit ist der Propagator zu einer
(exakt oder nidherungsweise) quadratischen Wirkung

A _ ) 025, .
<$f‘U(t)|xi> - \/27rhm (&Tﬁxf) exp (iSe/h)

Das sieht also aus wie anstédndige Storungstheorie in den Abweichungen von
der klassischen Losung - die niedrigste nichttriviale Ordnung (also Semiklassik)
wird ausgedriickt durch rein klassische Gréfen.

1.2.3 Die Phase des des semiklassisschen Propagators

Der Ausdruck % =mf~!ist (als klassische Grofe) reell, hat aber zunéichst
ein unbestimmtes Vorzeichen. Da daraus eine Wurzel gezogen wird, miissen wir
seine Vorzeichenwechsel diskutieren. Diese geschehen immer dann, wenn f eine
Nullstelle hat. Diese Stellen heiffen konjugierte Punkte und treten z.B. auf,
wenn & = 0 ist. Wir konnen sie auch als Fokuspunkte im Phasenraum, also
Punkte, an denen sich viele mogliche Trajektorien treffen, ansehen. Bei kurzen
Strecken, xy — x; ist die Bewegung &hnlich eines freien Teilchens, dann ist
f > 0. Wenn wir S als Funktion von xy anschauen, beginnt es also postiv,
wird am néchsten Fokuspunkt negativ etc. Wir wollen die komplexe Wurzel so
interpretieren, dass der Propagator als Funktion des Endpunkts stetig ist, also
benutzen wir eine schraubenférmige Riemann-Flache. Kurz und gut, wenn die
klassische Trajektorie n Fokuspunkte hat, dann

e/ exp (iSa/h) (1.3)

O e

5‘mi8xf

2whm

Wenn Thnen die Fokuspunkte ungewohnt vorkommen: Die Interpretation ei-
ner analogen Grofie wird spéter sehr klar sein.



1.2.4 Energieabhéngiger Propagator

Die Pfadintegrale, die wir bisher ausgerechnet haben, spielen sich immer zwi-
schen zwei festgelegten Raumzeit-Punkten ab, enstsprechend dem Lagrange-
Variationsproblem in der klassischen Mechanik. In der konventionellen Formu-
lierung der Quantenmechanik (und in Experimenten) interessieren wir uns eher
fiir die Festlegung der Energie und des Anfangspunktes. Dies kénnen wir iiber-
tragen in der Form

o

U(E)‘xl> /OO dt e'Et/m <:1:f ’U(t)’a:l> (1.4)

0

S [ e B ) ()

DI ACALACR

n

wobei wir benutzt haben, dass die Energie-Eigenzusténde |¢,) eine voll-
standige Basis sund und der Zeitentwicklungsoperator in ihnen diagonal ist,
U(t) = |¢n)(dnle Frt/" Wir sehen, dass dieser Zeitentwicklungsoperator Pole
an den Eigenenergien des Systems hat, und dass das Residuum an diesen Polen
erlaubt, die Wellenfunktionen ¢,, (z) abzulesen.

1.2.5 Semiklassischer Propagator bei fester Energie

Um jetzt Ndherungen an F, und ¢, auf semiklassischem Niveau zu erhalten,
bauen wir die Gleichungen (1.3) und (1.4) zusammen zu

(o
(1.5)

Der Index WKB wird benutzt, weil unser Ergebnis dquivalent zur semiklas-
sischen Wenzel-Kramers-Brillouin-Naherung sein wird.

Die Zeitintegration kénnen wir in der Sattelpunktsnéherung durchfiihren.
Warum? Wenn wir bei festen Anfangs- und Endpunkten die Zeit etwas dndern,
dndern wir die klassische Trajektorie. Im semiklassischen Regime d&ndern wir da-
mit die Wirklung um viele 7, d.h., der Integrand ist in der Tat stark oszillierend.
Die Bedingung an den Sattelpunkt ist

i 025,
2whm | 0z;0x ¢

e~ /2 exp (i [Se + Et] /h)

UWKB (E) ‘ Xz

(1.6)

Damit ist das Sattelpunktsintegral

st

[ee]
. Etg+S.1(tg) . i 925 2
L 6_7'”;/ dte;h 55 (t—to)
0

(1.7)



Das ist ein einfaches Gaufiintegral (der iibliche semiklassische Limes garan-
tiert, dass ty grok genug ist, so dass der fehlende negative Teil des Integrations-
intervalls keine Rolle spielt). Wenn wir dieses Berechnen, tritt im Vorfaktor der

Ausdruck V' D auf, wobei
%8S
~ _ amia:l)f
VD= e (1.8)
02t

ist. Zur Umformung dieses Ausdrucks bringen wir die Phase des Integrals
(1.5) bzw. des energieabhéngigen Propagators (1.7), W(x;,z¢, E) = Et + S.
Aufgrund der Sattelpuktsbedingung (1.6) ist der Ubergang von E zu W eine
Legendretransformation, und wir kénnen damit &hnlich vorgehen, wie bei Ab-
leitungen in der Thermodynamik, wobei £ und ¢ ein Paar konjugierter Variable

bilden. Damit ist auch

ow
5=t (1.9)

Ferner konnen wir ausrechnen

05, oW, OB OW OWOE _OE  _OW .o
dxy;"' dxp'" T Bxp | OE dxp'  Bxp'" dxy '

8xf |t n

wobei wir im letzten Schritt (1.9) verwendet haben. Das Gleiche gilt fiir %.

Dadurch ermutigt, machen wir uns an die zweiten Ableitungen
2 PW 0’W OF
2SS |t _ 4 et
920z 0x;0xy  OxfO0F Ox;

Zur Umforumung dieses Auseruks brauchen wir nich die Hilfsidentitét

02w = 92w +82W OE
0FEdz;'"  0FEdz; = O%FE Ox;

0

wobei sich das letzte Gleichzeichen aus Gl. (1.9) ergibt. Beide Formeln zu-
sammengefiihrt erhalen wir

2 2 2 2 -1
928 oW oW oW <8W) (1.11)

52057 1' = 9500, 02,0F 00,0E \ O°F
Jetzt kiimmern wir uns um die zweite Ableitung
2 -1 2g\ "1
75 _ _oE (ot _ _ (98 (1.12)
ot? ot oF OFE?

wo wir Gln. (1.6) und (1.9) benutzt haben. Damit kénnen wir aus Gleichun-
gen (1.8)(1.11)(1.12) D als Determinante schreiben

W 2w
N o Oz 0xf OFEOdx;
D= 2w W
OEdx; OE?




Nun wollen wir diesem Ausdruck physikalisches Leben einhauchen. Wir star-
ten von der Hamilton-Jacoby-Gleichung fiir die Hamiltonfunktion H

ow ow
E=H|— = —
((%f ’ If) P ouy
Diese differenzieren wir nach x;
ai O*Ww _ O*Ww B
Opy Ox;0xp ! Or;0xy

wobei wir die Hamiltonsche Bewegungsgleichung genutzt haben. Damit ver-
schwindet ein Term in D. Der andere kann umgeformt werden mit

9 OW Oy OE ' 1
OF 0,y | 0B T \Opiy Tig

also D = (&2 f)_l. Die Diskussion tiber die Phase des Propagators ist analog
zu der oben. Die Punkte, an denen D das Vorzeichen wechselt sind jetzt die, an
denen & verschwindet, also die klassischen Umkehrpunkte. Deren Zahl nennen
wir 7.

Bisher haben wir immer den Beitrag eines einzigen klassischen Pfades zum
semiklassischen Propagator aufgeschrieben. Wir sehen, dass das insbesondere
bei konstanter Energie zu kurz gesprungen ist: Bei einer gebundenen Bewegung,
z.B., kehrt das System periodisch zum Ausgangspunkt zuriick. Damit gibt es
unendlich viele Pfade, numeriert durch j und wir haben

(E)‘ ZEZ> = Z Le%ﬁj”meiwﬂh (1.13)

< VT Ty
Bevor wir die Pfade weiter klassifizieren, wollen wir uns die Wirkungsbeitré-
ge W;(x;, x5, E) anschauen. Wir integrieren

W; = / dxf +/ dz; ow + const.
. 8xf zo 317,'

fiir einen beliebigen Bezugspunkt zy und nutzen Gleichung (1.10) zur um zu

sehen W s
= =tpss = +v2m(E -V (z))

wobei im letzten Schritt noch Energieerhaltung genutzt wurde. Wir definie-
ren w(z, E) f dz’ \/2m(E — V) und schreiben damit W; = w(zs, E) —
w(z;, E) bis auf eine globale Phase.

Jetzt wollen wir fiir eine gebundene Bewegung zwischen zwei Umkehrpunk-
ten x; und xp mit x; < x < xpg diskutieren und wéahlen xy = z. Fiir die
Wirkung eines vollen Umlaufs definieren wir

J = %dm p(z,e) dz \/2m(E -V (x (1.14)

Wir kénnen vier primitive Pfade ausmachen:



1. Direkte Bewegung x; — z¢, W1(0) = w(zy) — w(z;)

2. Bewegung tiber den linken Umkehrpunkt z; — x5, — x5, W(0) = w(zs)+

3. Bewegung tiber den rechten Umkehrpunkt @; — xg — ¢, W3(0) = J —
w(zy) —w(z;) + 5

4. Bewegung iiber beide Umkehrpunkte z; — 1 — zr — xy, Wy(0) =
J+w(zs)+w(z) +7m

Wenn noch zusétzlich n periodische Umlédufe dazukommen, kommt noch n mal
die Wirkung J dazu, sowie nm wegen der zwei Umkehrpunkte pro Umlauf, und
wir finden fiir j =1...4 W;(n) = W;(0) +n(J — k). Da die Eigenschaften von
Anfangs- und Endpunkt nicht von der Zahl der Umlaufe abhéngen, kénnen wir
damit Gleichung (1.13) ausbuchstabieren als

(o

4 oo
; 1 . e
UWKB(E)‘CEZ-> = ZTW@ZWJ(O)MZG(J/E )
INEFN —

4
1 , 1
_ W5 (0)/h

wobei wir am Ende eine geometrische Reihe aufsummiert haben. Die Konver-
genz einer solchen geometrischen Reihe auf dem komplexen Einheitskreis erfor-
dert es, J einen infnitesimalen positiven Imaginérteil zu geben. Nach Gleichung
(1.4) interessieren uns die Pole dieses Ausdrucks, die auftreten bei J(E,) =
27h (n + 1/2) . Diese Bedingung lésst sich mittels (1.14)interpretieren als die an
eine stehende Welle: Die Strephasen an den Réndern 7 und die iiber den Be-
reich der Bewegung integrierte Wellenzahl J miissen sich zu einer ganzen Zahl
Wellenziige addieren. Das Residuum des letzten Terms ist die Umlaufzeit 7,

1— ei(J/h—Tlr)] = (—i%>_l =i (aaE ygdm m)

| 7=2nh(n+1/2) i
i (%dx‘ /M) = i/Tn.

Als nichstes brauchen wir den Wir brauchen noch den Vorfaktor

s =\ 2B Vi)

der erfreulicherweise nur von Anfangs und Endpunkten abhé&ngt, nicht aber
von der Trajektorie j. Jetzt miissen wir noch die e?Wi(9/% aufsummieren. Dies
kénnen wir als Produkt von Sinusfunktionen schreiben

N Im 1 1 QSin(%Jr%)Qsin(%Jr%)
<xf UWKB(E)‘ ;l:1> = zh\/;; E_FB,. 1 (En — V(z)1/4 (B — V(z))i/4

—1

o7 |




Durch Vergleich mit (1.4) konnen wir leicht die semiklassischen Wellenfunk-
tionen ablesen. Wir kénnen das wie folgt interpretieren: Die Wellenfunktion ist
eine Ebene Welle mit ortsabhingiger Wellenzahl k = dw/0x. Dies sollte gelten,
wann immer das Potenzial sich langsam, adiabatisch, verdndert verglichenm mit
der effektiven Wellenldnge - sonst gébe es Beugungserscheinungen. Die lokage
Aufenthaltswahrscheinlichkeit steigt je langsamer das Teilchen klassisch ist bis
zu einer integrablen (Wurzel-) Singularitdt an den klassischen Umkehrpunk-
ten. Diese Niveau der Quantenmechanik heiftt auch Wenzel-Kramers-Brillouin
(WKB)-Theorie. WKB haben allerdings eine asymptotische Entwicklung von
Differenzialgleichungen zur Herleitung verwendet.

1.2.6 Semiklassische Streutheorie, Tunneln

1.3 Pfadintegrale in der statistischen Mechanik

Integration iiber alle verfiigbaren Zwischenzustédnde, wie wir sie fiir Pfadintegra-
le gesehen haben, ist nichts neues: In der Statistischen Mechanik macht man das

auch so. Im kanonischen Formalismus ist die Zustandssumme Z = Tr (e*ﬁH )
wobei 3 = (kpT)~! die mit der Boltzmannkonstante skalierte Temperatur ist.

Dieser Ausdruck hat eine bemerkenswerte Ahnlichkeit mit dem Zeitentwick-
lungsoperator, allerdings in (formal) imaginérer Zeit

Z = /d;l: <:v ’U(—lhﬂ)‘ x>

wobei die Integration iiber x sdmtliche Freiheitsgrade des statistischen Sys-
tems beinhaltet. Die analytische Fortsetzung des Zeitentwicklungsoperators in
imaginére Zeit ist ein beliebter Rechentrick in der Quantenstatistik und heiftt
Wick-Rotation. Wir setzen jetzt einfach die Pfadintegralformel fiir den Zeitent-
wicklungsoperator ein und erhalten folgende Kurzschreibweise

Z— 7§ Da(r)eSel=@)/n (L.15)
z(0)=z(ihpB)

wobel wir definiert haben, dass ¢ bedeutet, dass wir iiber alle geschlossenen
Pfade (aber mit dann beliebigem Anfangspunkt) integrieren. S¥ heift eukli-
dische Wirkung des Systems. Sie geht aus der normalen Wirkung durch die
Einfiihrung von Imaginérzeit hervor. Wir sehen gleich Beispiele.

1.3.1 Pfadintegrale fiir das ideale Gas

Fiir das ideale (nichtwechselwirkende) Gas mit N Teilchen nennen wir die Zu-

standssumme Zy und sie faktorisiert Zy = (Z1)" , wobei in Gleichung (1.15)
das die Variable z(7) Einteilchenpfade beschreibt und die Euklidische Wirkung

gF _/Oﬁﬁ 0 <T;L (gf_)erV(x(T)))
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Erliegen Sie nicht der Versuchung, den Integranden fiir den Hamilton zu hal-
ten! Es ist zwar tatséchlich ein Pluszeichen zwischen kinetischer und potenziel-
ler Energie, allerdings sind die Variablen weiterhin Koordinate und Geschwin-
digkeit, nicht Koordinate und Impuls. Wir konnten mit dieser Wirkung z.B.
Semiklassik betreiben. Das funktioniert wie oben, allerdings findet die Bewe-
gungsgleichung jetzt im umgedrehten Potenzial —V (x) statt. Alles konvergiert
viel schneller - wo sich vorher Integranden wegoszillieren mussten liefert hier
der reelle Exponent ein einfaches Abfallen. Wir konnen es aber noch simpler
machen: Fiir ideale Gase aus dem Lehrbuch haben wir ja iiberhaupt kein Po-
tenzial, V = 0, und das Pfadintegral ist einfach das fiir das freie Teilchen auf
einem periodischen Pfad - und der einzige periodische klassische Pfad des freien
Teilchens ist der, der einfach am Anfangspunkt sitzt. Damit haben wir fiir das

ideale Gas ohne Potenzial
A L
'\ 2782

wie gewohnt. Wenn das Potenzial jetzt in der Umgebung dieses Punktes sich nur
schwach verdndert, dann ist die fithrende Korrekur einfach die Wirkung entlang
dieses trivialen periodischen Pfades und wir erhalten

_ [T —pV(x)
Al /dm 2776h2€

woraus wir z.B. leicht die barometrische Hohenformel ableiten kénnten. Kor-
rekturen dazu, z.B. der Fluktuationsbeitrag in der Semiklassik, fiihren zur Wigner-
Kirkwood-Entwicklung. Das wollen wir aber nicht vertiefen.

1.3.2 Berechnung von Erwartungswerten

In der statistischen Mechanik einfacher Systeme muss man oft nicht viel mehr
als die Zustandssumme ausrechnen, weil sich alles andere aus ihr ergibt. Wir
kénnen z.B. den Erwartungswert der Energie immer so bestimmen

()= ) =L o) -

Man sagt, wir nehmen die Zustandssumme als Erzeugendenfunktion fiir den
Erwartungswert der Energie. Das geht nicht immer gut, z.B. kénnten wir nicht
ohne weiteres den Erwartungswert der Koordinate = ausrechnen. Was folgt 1ésst
sich auf die meisten anderen Observablen verallgemeinern: Wir erweitern die
euklidische Wirkung wie folgt

SF = SF=8F 48 = /dT x(7)j(7) (1.16)

hier nennen wir j(7) das Quellfeld zu x(7). Daraus kénnen wir wiederum
mittels (1.15)eine Wirkung Z [4] ausrechnen, die wir dass das Erzeugendenfunk-
tional fiir x nennen. Der Charme dieser Konstruktion liegt darin, dass wir durch
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die Addition dieses linearen Terms die Wirkung nicht komplizierter machen -
wenn sie quadratisch war, bleibt sie quadratisch. Natiirlich ist das Quellfeld nur
ein Hilfskonstrukt und darf im endgiiltigen Ausdruck nicht vorkommen. In der
Tat kdnnen wir eine beliebige n- Punkt Korrelationsfunktion schreiben als

G(n) (Tl,...,Tn)

(a(r1)...2(r)) = 55 (Da(r)a(ry) ... x(ry)e S/
9 o

1
lim —

i—0 Z 0x(11) o Ox (1) ay

1.3.3 Erwartungswerte fiir den thermischen harmonischen
Oszillator

Wir betrachten jetzt diese Konstruktion am Beispiel des harmonischen Oszilla-
tors. Dieser steht sinnbildlich fiir alle quadratischen Wirkungen und fithrt uns
zu dem in der Stérungstheorie wichtigen Wick-Theorem. Die nach (1.16) erwei-
terte Wirkung lasst sich weiter in klassische und Fluktuationsterme aufteilen.
Wir schreiben das Erzeugendenfunktional getrennt in klassische Beigrage und
Fluktuationen als
. _sE
Zj) = e SF

Hier ist wichtig, dass wir als klassischen Pfad den nehmen, der nicht durch j
gestort ist - das ist einfacher und praktischer bei der Berechnung von Erwar-
tungswerten. Damit schreiben wir einfach

SZl = —/d:c e (7)j (7).

Der fluktuierende Anteil kann geschrieben werden als

m

Sy = E/deT/(Sx(T)D(T, oz (7") + /dT ox(7)j(7)
Hier haben wir den kiinstlich aufgeblasenen Differenzialoperator
D = (—83 - w2) S(r—1)
eingefiihrt, indem wir einmal parziell integriert haben. Dies wollen wir quadra-

tisch ergédnzen. Dazu benutzen wir die Greensche Funktion des harmonischen
Ostzillators G, die gerade das Inverse von D im Sinne

/dth(tl,tg)G(tg,tQ) =5 (t; — t2)
ist. Die quadratische Ergénzung ist dann

0T = dz + %/er(T, 5 ().
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Da keine Umskalierung stattfindet ist das Integralmafl dasselbe, Ddx = Doz
und nach der quadratischen Ergénzung bleibt die Wirkung

2m

Sa— / drdr’ B&z(ﬂp(f, )oE(r!) — 15x(7/)G(T',T)5x(T)}

Damit kénnen wir die Gaufintegrale fiir § wie gewohnt ausintegrieren und
erhalten die gewohnte Fluktuationsamplitude und insgesamt

; 1
Z[j) = Ze~Salh exp (—2 /deT/ 5$(7/)G(7/77)5x(7—))
m

Damit kénnen Sie z.B. das Wick-Theorem beweisen (Ubung).

Wir schauen und jetzt das ganze explizit fiir den thermischen Oszillator
an, indem wir die Ergebnisse fiir Realzeit analytisch fortsetzen. Der Vorfaktor,
berechnet bei j = 0 konstruiert sich aus

(ot = "

E Muw

S =537 7

2 sinh Awf

Fiir die Zustandssumme brauchen wir ; = x¢ und miissen iiber die Spur

bilden. Wir niitzen dass coshz — 1 = cosh® (), berechnen das Gaubintegral

und finden als Zustandsszmme Z = (2 sinh hw/ 2)~"'. Fiir den klassischen Quell-

beitrag haben wir aus einer einfachen Zerlegung der klassischen Trajektorie die
Darstellung

mit
[(scfz + z7) cosh hwfB — 2z ;]

j mw

— Bhw —Bhw
Sa = ~ sinhhwp [xf (e A, — Be) + @i (e e Ae — Be)]
wobeil wir die 'Fouriertransformierten’
1 ("8
A, = — dre (1)
mw Jo
1 hw
B, = —/ dr e*‘”(hﬂ*T)j(T)
mw 0

definiert haben. Bei der Greensfunktion miissen wir beachten, dass sie die Rand-
bedingungen G(7,0) = G(ihf,0) = 0 erfiillt. Dies erreichen wir durch enst-
sprechendes Addieren freier Losungen. Am Ende des Tages steht da mit der
periodischen Greensfunktion

1 coshw(|r| — hB3/2)
Gr) = o ™ b B2

der Ausdruck



Damit kénnen wir z.B. ausrechnen den Erwartungswert von 22 als

1

2m

G(0) = 4771%0 coth (FM;B> - (1+2ng(w))

(x(r)2(r)) =

4dmw

wobei np(w) die Bosefunktion ist. Das ist das nach dem Gleichverteilungssatz
erwartete Ergebnis.
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Kapitel 2

Zweite Quantisierung

2.1 Mehrteilchenzustande

Die abstrakten Quantezustéinde eines einzelnen Systems schreiben wir in Di-
racnotation |¢). Diese Zusténde sind Elemente eines Hilbertraums #. Alle solche
Vektoren kénnen wir als Linearkombination von Basisvektoren {|n)}schreiben.
Um die Basis eines Vielteilchenzustands (aus unterscheidbaren Quantensyste-
men) zu schreiben kénnen wir z.B. einfach einen Produktzustand schreiben in
folgenden dquivalenten Schreibweisen

[n1)|ng) - = [n1)®@)|ng) - = [nina . ..) (2.1)

hierbei sind die |n;) Basisvektoren der verschiedenen Komponentensyste-
me (deren Basis natiirlich nicht die gleiche sein muss, stellen Sie sich z.B.
einen Spin und ein Teilchen vor). Den Hilbertraum, aus dem diese Zustén-
de genommen sind, nennt man Tensorproduktraum und schreibt H = H; ®
Ho® ... . Als Beispiel konnen Sie sich zwei Spin-1/2 anschauen, deren jewei-
lige Basiszustédnde |0) und |1)sind. Die Basis des zwei-Spin-Systems ist dann
{]00), |01), |10), |11)}. Das ist aber nicht die einzige Basis. Populér ist z.B. die
Bell-Basis {%ﬁ (01) +110)) , &5 (|01) — [10)) , L5 (J00) + [11)), L5 (J00) - |11>)}.

Schauen wir uns jetzt ein System aus N identischen Teilchen an, z.B. Elek-
tronen, Protonen, Photononen, W-Bosonen etc. Wenn wir seinen Zustand im
Ortsraum darstellen (das Argument wiirde in jeder Basis gelten, ist in der Orts-
basis aber am transparentesten), so muss der Zustand nach obigem Argument
als Wellenfunktion mit 3N Koordinaten geschrieben werden

Wenn die Teilchen identisch sind heifit das, dass man sie nicht unterscheiden
kann, d.h. fiir beliebige 4, 7 muss gelten

- R R L2 S S . oo\ 2
| (T1, .o Ty Ty, NS = |0 (P, Ty Ty TN
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das heiftt, beim Vertauschen von zwei Teilchen kann die Wellenfunktion
hoéchstens einen Phasenfaktor aufsammeln

G (Flyee ey Fiyee s Ty s PND) = D (Foy ey Ty Ty ooy ) €50 (2.2)

Das Spin-Statistik-Theorem sagt jetzt, dass fiir Bosonen (Teilchen mit ganz-
zahligem Spin) ¢ = 0 ist, wihrend fiir Fermionen (Teilchen mit halbzahligem
Spin) ¢ = w. Wir werden keinen detailierten Beweis vorlegen, werden aber
sehen, dass der Fermionische Fall zwanglos aus der relativisitischen Theorie
von Elektronen, der Diracgleichung, folgt. Warum koénnen keine anderen Pha-
sen auftreten? Heuristisch konnen wir sehen, dass das zweimalige Vertauschen
von Teilchen dquivalent ist dazu, ein Teilchen um ein anderes herumzubewegen.
Nach Gleichung (2.2) entsteht dabei eine Phase von 2¢. Eine solche geschlos-
sene Trajektorie konnen wir, indem wir in die dritte Dimension ausweichen,
aber kontinuierlich zu einem Punkt zusammenziehen, d.h. vernichten. Darum
darf sich bei einem solchen Doppeltausch nichts d&ndern und es muss gelten
2¢ = 0 mod 27. Damit gibt es nur die beiden schon genannten Moglichkeiten.
Beachten Sie: In zwei Dimensionen funktioniert dieses Argument nicht. In der
Tat treten in zweidimensionalen Systemen, z.B. im fraktionalen Quanten-Hall
Effekt, auch andere Phasen, typischerweise gebrochenzahlige Vielfache von .
Die entsprechenden (quasi) Teilchen heifsen Anyonen.

Wir sehen als direkte Konsequenz dieser Symmetrie das Pauli-Prinzip fiir
Fermionen. Wenn 7; = 7; und ¢ = w, dann folgt aus Gl. (2.2) dass

(Tl Py T FN) = = (s Ty Ty ) = 0.

Wie bauen wir jetzt eine Basis aller erlaubten Zusténde flir Fermionen und
Bosonen auf? Wir starten wieder von der Produktbasis Gl. (2.1) und machen
sie antisymmetrisch. Ein total antisymmetriertes Produkt kann man als Deter-
minante schreiben

$1 (7_1’11> ¢2 (T_‘;l) o ON (Fll)
L. i 1(7:%2) ¢2 (7?12) ¢N (7?12)
irig...in) = det : : . : (2.3)

1 (FZN) b2 (,F"LN) o ON (FlN)

diese heifst Slaterdeterminante. Wir sehen automatisch, dass wenn ein Index-
paar der i; gleich ist, verschwindet die Determinante. Fiir Bosonen nehmen wir
die Slater-Permutante, d.h. anstatt in der Entwicklung der Gréfe noch mit dem
Signum der enstprechenden Permutation der Zeilen zu multiplizeren, addieren
wir einfach alle Terme.

Dies sind sehr umsténdliche Zusténde! Sie werden durchaus z.B. in der theo-
retischen Chemie verwendet. Allerdings sind die Operatoren, die in der Quan-
tenmechanik als Observable, insbesondere im Hamilton, auftreten, meist viel
einfacher, da sie entweder Ein- oder Zweiteilchencharakter haben. Wir suchen
deshalb eine Schreibweise, die die (Anti)Symmetrie des Zustandes natiirlich en-
talt und zu einfachen Ausdriicken fiir diese Operatoren fiihrt.
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2.2 Zweite Quantisierung, Grundbegriffe

Wenn wir zuriick auf die Slaterdeterminante Gl. (2.3) schauen sehen wir, dass
tatsichlich nicht zugeordnet kann, welches Elektron (gegeben durch seine Posi-
tion in der Liste 7 ...7x) in welchem Zustand ist sondern nur, welche Basiszu-
stande {i1,...,iy} wir ausgewéhlt haben - es zihlen die Werte, nicht die Rei-
henfolge dieser Quantenzahlen. Wir kénnen also |i1ig . ..7y) direkt als Zustand
interpretieren, in dem wir je ein Fermion in jeden der Basiszustande |i1) ... |ixn)
einsetzen. Wir interpretieren den Raum sémltlicher solcher Zusténde als neu-
en Hilbertraum, genannt Fockraum. Dieser Fockraum ist direkt mit der Wahl
der Einteilchenbasis verbunden und enthélt Zusténde beliebiger Teilchenzahl
N. Zustande der Bauart |i1is . ..47y) nennen wir Fockzustéinde. Sie sind ortho-
gonal und vollstdndig und wir kénnen natiirlich Superpositionen zwischen ihnen
bilden. Den Zustand, der kein teilchen entilt, nennen wir (Fock)-Vakuum.

Sie haben schon einmal einen Fockraum gesehen - beim quantenmechani-
schen Harmonischen Oszillator. Dessen Anregungszustand |n)interpretieren wir
so, dass n Teilchen genannte Phononen vorhanden sind. Zur genauen Behand-
lung solcher Wechselwirkungsfelder kommen wir spater. Analog zum haromoni-
schen Oszillator definieren wir Erzeugungs- und Vernichtsoperatoren (Auf- und
Absteiger) fiir die Teilchenzahl in verschiedenen Moden. So entsteht

lit, ... in) =@l ---a] |Vac).

Wir kénnen uns die Wirkung so vorstellen, dass wir hintereinander unsere
Teilchen in die Zustédnde iy, iny_1,.-.,12, 91 einfillen. Wir wollen nun die Un-
unterscheidbarkeit sicher stellen, d.h. fiir Bosonen soll es egal sein, in welcher
Reihenfolge wir die Zusténde besetzen. Das wird garantiert durch

alal =alal i#j.
d.h. diese Operatoren kommutieren, [d;r, dﬂ = 0 fiir ¢ # j. Fiir Fermionen

wollen wir, dass das Einfiillen von Teilchen das Vorzeichen &dndern, also gilt
dann

alal = —alal i+#j.
Hier sagt man, dass die Operatoren antikommutieren. Wir definieren den Anti-

kommutator zwischen zwei Operatoren A und B als
{A, B} = AB + BA.

Damit ist fiir Fermionen in verschiedenen Einteilchenzustéinden {d;r, d;r} =0

fiir ¢ # j. Wir werden spiter die gesamte (Anti-)Kommutatoralgebra dieser
Operatoren im Detail kostruieren.

Wie sehen jetzt Einteilchen-Operatoren in dieser Schreibweise aus. Ein Einteilchen-
Operator O kann durch unsere Basiszustiinde durch seine Matrixdarstellung

({klol),
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vollstandig charakterisiert werden. In zweitquantisierter Schreibweise schreiben
wir diese Einteilchenzusténde als

k) = af |Vac) = [13).

Damit konnen wir postolieren, dass wir in zweiter Quantisierung den Ope-
rator darstellen kénnen als

0 =3 Ouilar Ou=(k|0|1).
kl

In der Tat konnen wir so schreiben, dass

(1, ‘O‘ 1) = O = (k ‘O‘ ).

Eine Interpretation dieses Ausdrucks ist also, dass der Operator ein Teilchen
vom Zustand [ in den Zustand k streut. Eine wichtige Anwendung ist der Ha-
miltonoperator fiir nichtwechselwirkende Teilchen in der Hamilton. Wir nehmen
als Basiszusténde die Impulseigenzustédnde. Damit ist die kinetische Energie

. h%k?
T = Zﬁk&‘};d}@ € — %
k
und der gesamte Hamilton

k kl

Wenn zwei Teilchen wechselwirken (mit einem von der Statistik unabhéngi-
gen Potenzial) V (7 — ) wechselwirken, konnen wir Matrixelemente definieren

Vitn = [ &7 & 60165 () V (7= ) 6 (7) 60 (7)
und der Beitrag zum Hamilton ist enstprechend
> Vitmn 0] i .
kilmn

Dieser Ausdruck kann als Streuung von Teilchen aus den Orbitalen m und
n un die Orbitale k£ und [ interpretiert werden.

2.3 Operatoralgebra fiir Fermionen

Welche Anforderungen an die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren stellen
wir? Wenn bei der Anwendung auf einen beliebigen Zustand zwei Teilchen ver-
tauscht werden, soll er sich dafiir ein Minuszeichen einhandeln, z.B. in einer

Sequenz
[1100) — |0110) — |1010) — |1100).
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In anderen Worten sollte fiir entsprechende Indizes gelten
abasalagala, [1100) = —1. (2.4)

Auflerdem soll gelten, dass die Anwendung von ELZ null ergibt, wenn Zustand
1 besetzt ist, ebeson die Anwendung von a; wenn er unbesetzt ist. Dies wird
geleistet, wenn wir fordern, dass

allng,...oniy..) = (=) (A —ny)|ng,...ni—1,...) (2.5)
di |n1,...,ni,...> = (—1)Z"ni|n17 Ny = 1,> (26)

wobei ¥; =Y T die Summe der Besetzungszahlen. Damit kénnen wir GI.
(2.4) leicht nachrechnen. Im Unterraum, der von den Zustédnden

|n17"'ani71703ni+13"'>

und |ni,...,m;-1,1,m41,...) aufgespannt wird, haben die beiden Operatoren

die Darstellung
om0 4 = (00
0% (g o) a=eoE (]

bilden also ein hermitesch konjugiertes Paar. Der Operator

At a ) 1 0 N
‘%Tai = (—1)* ( 00 ) =n;ls

misst die Besetzungzahl von Zustand i.

Tatséchlich brauchen wir uns die komplizierten Ausdriicke (2.5),(2.6) gar
nicht zu merken. Wir kénnen zeigen, dass die folgenden Fermion-Antikommuta-
tionsrelationen gelten

{dk, &Zr} =

{a{;, aj} — {ap,a) =0.

Diese Relationen sind ausreichend, die o.g. Eigenschaften zu erfiillen, z.B.
folgt automatisch das Pauli-Prinzip aus

i

Wir kénnen auch Gl. 2.4 nachpriifen

e O T U U e -
(50307 G20501 = (54362050101 = —a4aA3G5G2701 = —a3asRoNy = (g — 1) Nafy

Wir haben hier die Basis k£ nicht spezifiziert. Eine spezielle Basis, die beson-
dere Beachtung verdient, ist die Ortsdarstellung 7. Hier ist eine Notation iiblich,
in der Vernichter als ¥(7) und der Erzeuger als ¥T (7). Der Antikommutator ist,
da diese Basis kontunierlich ist

{T (@), 0" (7))} =8 (F—7).

19



In der Ortsdarstellung hat p(7) = UT (7) ¥ () die Bedeutung einer loka-
len Teilchendichte. Der Hamiltonoperator wechselwirkender Teilchen in einem
externen Potenzial kann geschrieben werden als

H = /d?’r\IJ(F) [—ZV2+%xt (") | ¥ (F)

1
+5 /d?’r ' V(7 =)t (7))t (7)) U (7)) U (7)
wobei der Vorfaktor am Wechselwirkungsterm die Doppelzéhlung kompen-

siert.

2.4 Bosonen

Bevor wir uns die Algebra von Bosonen in zweiter Quantisierung anschauen
fragen wir uns, welche Bosonen die Natur {iberhaupt zu bieten hat. Unter den
Elementarteilchen ist die Aufteilung klar: Materiebausteine (Protonen, Neu-
tronen, Elektronen) sind Fermionen mit Spin 1/2. Die Kréfte zwischen ihnen
werden durch Bosonen vermittelt - die elektromagnetische durch Photonen (ei-
ne besondere Spezies von Spin-1 Teilchen), die schwache Wechselwirkung durch
W- und Z-Bosonen, die starke durch Gluonen. Wir wissen zwar nicht, ob es eine
Quantentheorie der Gravitation gibt und wie sie aussieht, aber wir wissen, dass
wenn es sie gibt, sie durch den Austausch von Gravitonen mit Spin 2 vermit-
telt wird. Es gibt aber auch zusammengestzte Bosonen, z.B. in Atomkernen, in
Cooper-Paaren (Spin 0). Diese sind sogenannte “hardcore”™Bosonen - wenn wir
sie in allen, auch internen, Quantenzahlen iibereinstimmen lassen, kommt der
Fermionische Charakter der zugrundeliegenden Teilchen zum Tragen in Form
einer starken Abstofiung. Wir konzentrieren uns hier auf elementare Bosonen,
insbesondere Photonen, die wir als Anregungsquanten harmonischer Oszillato-
ren kennenlernen werden. Vorher geben wir aber die grundlegenden Relationen
fiir bosonische Operatoren b; und I;I Wir fordern hier aus der Ununterscheid-
barkeit, dass es nicht auf die Reihenfolge ankommt, mit der Bosonenzustdnde
besetzt werden, und dabei soll diesmal kein Minuszeichen auftreten. Aufierdem
ist fiir einen Zustand mit n; Bosonen die Wahrscheinlichkeitsamplitude, irgend-
ein Boson zu entfernen, gerade ,/n;. Damit haben wir

l;i|n1,...,ni,...> :\/n,;|n1,...nifl,...>
Um daraus die richtige Wahrscheinlichkeit zu machen, muss
lA);r|n1,...,ni,...> :\/n,+1|n1,n,+1,>

sein. Damit, und weil die verschiedenen i paarweise unabhéngig sind, haben
wir die vom (System von) harmonischen Oszillatoren bekannten Kommutator-
relationen

[bﬂ = 4 (2.7)
[bb5] = [86]] =0. (2.8)



2.5 Bosonische Anregungen einer linearen Kette

Die Kommutatorrelationen (2.7)(2.8) entsprechen denen unabhéngiger harmo-
nischer Oszillatoren (HOs). Einzelne HOs sind z.B. realisiert durch die Schwin-
gung eines Teilchens in einem harmonischen Potenzial, wie es z.B. aufgrund
einer Hookeschen Feder oder der Linearisierung eines allgemeineren Potenzials
um einen stabilen Punkt entsteht. Als elementares Beispiel gekoppelter Oszil-
latoren betrachten wir eine lineare Kette von Massenpunkten mit Masse M |,
die durch Federn mit der Federkonstante K gekoppelt sind und in der Ruhelage
den Abstand ! haben. Der Hamilton ist also
2

i {;\} + % (& — 2041 - (2.9)

Hier sind #; und p; Koordinate (relativ zur Ruhelage) und Impuls des i
ten Teilchens und wir nehmen periodische Randbedingungen an, d.h., die Per-
lenschnur der Massenpunkte ist zu einem geschlossenen Torus zusammenge-
schlossen. Wie immer ist der kanonische Kommutator [Z,,, pm] = iAdnm. Unsere
Vorgehensweise ist jetzt fiir klassische und quantenmechanische Systeme wei-
testgehend analog: Da der Hamilton quadratisch ist, suchen wir eine Normalm-
odentransformation, die die Terme entkoppelt. Dies gelingt mit

(k) :Zoo & (q) e—iqkl Zﬁ) (k) :ZOO ﬁ (q) efiqkl (210)

g=-00 g=-00

SIS

wobei [ der Gleichgewichtsabstand der Massenpunkte ist. Die Funktionen
sind 27/l -periodisch und wir beschrénken uns auf die erste Brillouinzone, |k| <
7 /l. Diese sind orthogonal

7/l ) ,
L ke e*(1=9) =5,
27 -/l

Die in Gl (2.10) definierten Operatoren sind nicht hermitesch (da komple-
xe Fouriertransformierte), wir konnen daraus aber dennoch einen kanonischen
Kommutator konstruieren

FR), 5 (k)| =Y le )0

q,T

—~

T’)} ei(k'rfkq) _ Z‘hzeiq(klfk)l _ 2T7Tzh5 (k _ k/) )
q

(2.11)
Analog zum harmonischen Oszillator konstruieren wir die Leiteroperatoren

. ]. MUJ 2 . ]- 2
atk) = — ’/T R (k) + ZMthp(k)] (2.12)
. ]. ka 2 . ]- 2
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Hier haben wir angenommen, dass die Dispersionsrelation wj symmetrisch
ist, wy = w_. Daraus, und mit Gl. (2.11) kénnen wir den kanonischen Kom-
mutator [a(k),af (k)] = 276 (k — k') verifizieren. Die Umkehrung von Gln.
(2.12)(2.13) ist

h . .
CTY (a (k) +al(—k))

) = iy T ()~ ol (1)

Wir wéhlen diese Ansétze, um den Hamilton Gl. (2.9) zu diagonalisieren.
Dazu muss wy, geeignet gewéhlt werden. Wir setzen an fiir die kinetische Energie
T, das freie Potenzial V; und das Wechselwirkungspotenzial Vs

-2 2
A o p”(9) _ ! / 1 ig(k+k') A 2 g
T = q SM = SN gq dk dk' e p(k)p (k")

Ko
—~
)y
~
|

— ik [k BORRO0 — [ ko a(k) —af (—)] [a (k) — a' ()
4 - %Z@iwm —KY

- e / dk dk' > lql(’“’“’)ﬁ}(k)fc (k)

= /dm k) (—

th R R R R
= vl [a (k) +a' (k)] [a(—k) +a (k)]
‘72 = _szqi"q-i-l = _5 Z (jqjq-%l + ZqZq- 1)

2
_ Kl /dkdk’ Zequ (k+k") (zkl+ —zkl)j(k)i(k)
= /dk cos (kl) & (k) z (—Fk) .

Damit sind Vl und Vg um einen Faktor — cos kl verschieden. Wenn wir wéihlen

Wi

2 :ka

(1 —coskl)

dann fallen in der Summe alle gemischten Terme der Struktur aa und aafweg,
wéahrend dich die anderen verdoppeln. Damt ist

H= éﬂ /dk wral (k)a(k) 4 const. (2.14)
™
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wobei die Konstante die Nullpunktsenergie sémtlicher k- Moden beinhaltet,
also unendlich ist. Wir kénnen die Dispersonsrelation noch umformen in

2K K
Wi = 4/ 7 (1 — coskl) ”M

Wir wollen die Schritte noch einmal Revue passieren lassen: Wir haben hier
gleichzeitig die Normalmoden Z(k) gefunden und ihre Dispersionsrelation wy, be-
stimmt. Das hétten wir rein klassisch machen kénnen. Die Einfithrung von a (k)
und &' (k) entspricht der Einfiihrung von Leiteroperatoren beim harmonischen
Oszillator. Auch dies hitten wir zunéchst klassisch machen kénnen, bis zu dem
Schritt, an dem wir (aa' + a'a) /2 zu a'a + 1/2 umgeformt haben. Diese Vor-
gehensweise - Identifizieren von Normalmoden, Umformung der Gesamtenergie,
dann Quantisierung, werden wir auch beim elektromagnetischen Feld anwenden.

sin —| .

Kl
2

2.6 Photonen

In diesem Kapitel betrachten wir einen etwas oberflichlichen Zugang zur Quan-
tenelektrodynamik. Immerhin wird der Feldquantisierung normalerweise eine
ganze Spezialvorlesung gewidmet.

2.6.1 Elektrodynamik in der Coulombeichung

Die beiden homogenen Maxwellgleichungen V-B =0und Vx E+B = 0 kénnen
wir automatisch erfiillen, wenn wir die Felder durch Potenziale ausdriicken,

B=VxA E=-V¢— A (2.15)
Wir haben jetzt sechs Freiheitsgrade (je drei Komponenten von E und é) durch

vier Freiheitsgrade ersetzt. Das ist einer mehr als nétig, was uns die Eichfreiheit
liefert. In dieser Vorlesung arbeiten wir ausschliefslich in der Coulombeichung

V-A=0. (2.16)
In dieser konnen wir schreiben
p(it) /e =V - E = —A¢p — 0,V - A= -Ag(i"t)

und andererseits

5 1 S 1= 1.
MOI(’F:t) = VXB——QE:VxVXA_ﬁA_?V(b
o . 1 .
= —0A+V(V-4) - 59 (2.17)
- 1 .
= —DAF) - 5Ve(r1) (2.18)
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wobei der D’Alembert-Opertor oder das Quabla 0 = A — C%g—; ist. Wir
sehen also, dass das Skalarpotenzial der gleichen Gleichung gehorcht, wie in der
Elektrostatik. Damit liefert es Beitrdge zum Nahfeld, nicht jedoch zum Fernfeld,
also der Strahlung im engeren Sinne. Dies folgt in der Elektrodynamik aus einer
Entwicklung in den Teilchengeschwindigkeiten v/c. Fiir die Feldquantisierung
interessieren wir uns fiir dynamische, zeitabhéngige Felder, nicht fiir Elektro-
statik (die zu quantisieren wére eine Strafarbeit ...) und insbesondere fiir das
Fernfeld. Darum vernachléssigen wir in Gl. (2.17) im Fernfeld das Skalarpo-
tenzial und bekommen eine einfache inhomogene Wellengleichung OA = —ﬂof.
Dieses Argument l&sst sich rigoroser ausformulieren und gilt fiir nichtrelativisti-
sche Teilchen als Strahlungsquellen, also in der Atomphysik und Quantenoptik.
In relativistischen Systemen der Hochenergiephysik kénnten wir das nicht so
machen. Propagierende Wellen im Fernfeld, fernab ihrer Quelle, erfiillen also
die homogene Wellengleichung OA (7,t) = 0. Ein vollstandiger Satz Losungen
dieser Gleichung ist gegeben durch

A7) =a (1%’) eilBr-wt)

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt die Dispersionsrelation w? = 2k?
und Einsetzen in die Coulomb-Eichbedingung (2.16) diktiert @ - k& = 0. Damit
gibt es nur zwei linear unabhéngige Komponenten von @und wir kénnen or-

thonormierte Polarisationsvektoren € /o (E) ein fithren um den Vorfaktor zu

i () = (F) & (F) + (F) & (7). 219
Die Physikalischen Felder sind natiirlich reell und man erhilt sie durch das
Nehmen des Realteils (nach der Differentiation aus Gl. (2.15)) und wir sehen,
dass die Welle immer transversal polarisiert ist, d.h., /_L E, und B stehen senk-

recht zu k. Nach dem Superpositionsprinzip kénnen wir jetzt fiir das gesamte
Vektorpotenzial schreiben

schreiben als

2
A7 t) = /dsk Z € (E) a; (E) (B rwt) ek, (2.20)
i=1
Die elektromagnetische Feldenergie ist

. 1 -
H= /d3r (62°E2 - 2#032) : (2.21)

2.6.2 Feldquantisierung in der Coulombeichung

Wir wollen jetzt von der schon entwickelten Zerlegung ausgehend das elektro-
magnetische Feld in der Coulombeichung quantisieren. Wir miissten uns erst
rigoros davon iiberzeugen, dass wir eine bosonische Algebra finden miissen. Dies
erfordert aber wiederum sehr viel mehr Uberbau, der iiber diese Vorlesung hin-
ausgeht. Eine Methode, sich davon zu iiberzeugen ist es, sich Matrixelemente in
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Atomen zwischen Drehimpuls-Eigenzustidnden anzuschauen. Es stellt sich her-
aus, dass ein strahlender Ubergang diesen gerade um /4 #ndert, also triagt das
Photon aus Griinden der Drehimpulserhaltung gerade das als Drehimpuls. Au-
ferdem lehrt uns die Erfahrung, dass Licht sehr hohe Intensitdt haben kann,
also gilt wohl kein Pauliprinzip. Jetzt schauen wir uns die Schritte an, mit de-
nen wir einen Ausdruck analog zu Gl. (2.21) auch fiir das elektromagnetische
Feld herleiten kénnen. Wir sehen, dass wir das Feld in Gl. (2.20) schon in Eigen-
moden zerlegt haben und miissen aber noch zeigen, dass die auch den Hamilton
Gl. (2.21) diagonalisieren. Wir sehen, dass die Definition von Vorfaktoren und
Polarisationen in Gl. (2.19) nicht eindeutig ist - wir kénnten die € mit einem
Faktor multiplizieren und die a durch den entsprechenden Faktor dividieren. In
der klassischen Elektrodynamik wahlen wir die € als Einheitsvektoren. In der

Quantenelektrodynamik wéahlen wir € — Zme(ﬁ (Bedeutung des Vorfaktors
wird spéter klar) mit der Normierung auf
/ Br G (k)G (E’)e—i’?%i’?’f = 6,;0% (12 - 1‘5) (2.22)

die nachher gebraucht wird, um das Korrespondenzprinzip zu erfiillen. Die
einfachste Wahl ist @; = & /vV wobei V das Raumvolumen ist, in dem wir

arbeiten. Jetzt quantisieren wir, indem wir die a; (E) zu Operatoren a; (E)

erheben und kanonische Kommutationsrelationen

¢ () .t ()] = 2 (=)
postulieren. Wir erhalten damit den Ausdruck fiir den Operator des elektri-
schen Feldes

E=%"4 QWZ - (—ieonds (F) ay (K) e/ mt) iy () af () e/ (Fr=en)).
k.j

Damit schreiben wir den elektrischen Beitrag zum Hamilton (2.21) als

-, h
3 2 =
/d r E°(F) = —260 AAE VWwpwr X
k,k’,5,m

[ (cid (R () =0 1 i35 (F)af (F) e Er-1b)ps
(56 () (R) F70) 1465, (1) at, (R B0y

Beim Ausmultiplizieren finden wir einen Term H,q der die AuRerdiagonal-
anteile enthilt, also aa und a'a’. Diesen merken wir uns schlicht und wenden
uns dem verbleibenden diagonalen Teil zu. Dieser enthilt Integrale von Typ GI.
(2.22)und liefert damit

ﬂE,d:%hzjﬁwk (a (F) al (%) +al () ay ().
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Jetzt zum magnetischen Teil: Wir betrachten
N2
/ d3r (v X A) (2.25)

Bevor wir in quantenmechanische Ausdriicke einsteigen, wollen wir die Identitét
V(i x ¥) =0(V x @) —d(V x ¥) nutzen im Fall ¥ = A und ¥ = V x A. Damit
erhalten wir

(VX/I)QZV(;TX(VXE))JFE(VX(v“?)).

In der Doppelrotation finden wir —ANA = —ffff/ c? sowie einen Term, der in
der Coulombeichung verschwindet. Hier haben wir die Wellengleichung verwed-
net. Der erste Term ist eine Divergenz und verschwindet unter dem unendlichen
Oberfliachenintegral in (2.25). Damit haben wir am Ende fir Gl (2.25)den Aus-
druck

/dsr B = uoh ) \/> E E) i(Rrwt) | (Z—)»;(E)&;@)e_i(w_m))

.k jm

% (q;' (E/) i (E) ik T=w't) i (;:;L (E/) al (E/) eﬂ(E’.ﬂMt)) .

Damit sehen wir die Analogie zu (2.24) - der Vorfaktor 1/c¢? kompensiert
gerade die Einheitenfaktoren €o, y10. Der diagonale Term des magnetischen Bei-
trags ist damit H B,d = - H E,4- Die aulerdiagonalen Anteile sehen sich auch
ghnlich bis auf Vorzelchen und wiirden sich wohl wegheben, mit Ausnahme des

Frequenzfaktors - \/wywj, in Gl. (2.24) gegeniiber wk,/2wk Y2 i Gl (2.27). Beim

Ausintegrieren dieser Terme erhalten wir aber Diracdeltas der Form §3 (k + kK )

und da wy von der Richtung des Wellenvektors unabhéngig ist, kompensieren
sich diese Terme. Wir erhalten also in der Tat den kanonischen Feldhamilton

i - h%w‘“ [T (F)as (%) + ﬂ

also den Hamilton von nichtwechselwirkenden Bosonen, die wir Photonen
nennen. Die Eigenzusténde sind wiederum Fockzusténde, wir sagen, dass der Ei-
genzustand |ng) n Photonen in Mode & enthélt. Interessanterweise sind in allen

Fockzustdnden die Erwartungswerte der Felder, <E > =0 und <§ > = 0, jedoch

gibt es Nullpunktsfluktuationen. Wenn wir iiber Experimente reden hétten wir
natiirlich gerne Photonen mit nichtverschwindenden Felderwartungswerten, die
dann die Form von Wellenpaketen haben. Wir sehen jetzt, warum die Normie-
rung der Moden mit (2.22) so wichtig und richtig war: Auf diese Art und Weise
enthélt ein Zustand mit einem Photon in Mode k gerade die Energie fwy. Dies
hat eine interessante Konsequenz, das Konzept des Modenvolumens: Je kleiner
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wir den Volumenfaktor in der Definition von (;_5; machen, desto grofer die Felder
einzelner Photonen. Aus diesem Grund finden quantenoptische Experimente oft
in Kavitédten statt.

2.7 Licht-Materie-Wechselwirkung (nichtrelativis-
tisch, ohne Spin)

Wir wollen uns jetzt anschauen, wie diese quantisierte Strahlung mit einem
Atom (oder anderen gebundenen Quantenzusténden) wechselwirkt. Wir behan-
deln letzteren nichtrelativistisch (Licht ist natiirlich immer relativistisch). Wir
wollen zunéchst den Hanurmilton eines Teilchens mit Ladung ¢ in einem elek-
tromagnetischen Feld wiederholen. Dieser ist (als Hamiltonfunktion)

1 N2
G = 2 (5-0A) + a0
(7)) = 5~ (P —44) +qo
Kann das stimmen? Wir betrachten die Hamiltonschen Bewegungsgleichun-
gen
. 1 R
PVl = = (5~ qA)
m
Impuls ist also nicht Masse mal Geschwindigkeit. Wir nennen 5" den kanoni-
schen Impuls und @ = m7 = p—q¢A den kinematischen. Die andere Hamiltonsche
Bewegungsgleichung ergibt

: 1
p=-VH =—qV$ - —V7i
2m

Wir benutzen )
VR =7 x (Vxm)+(#@R-V)7T

2
Und koénnen damit schreiben
= d /. 2\ o e o e
mro= o (p—qA) —p—qA—q(r-V)A

= —q(V¢+/T) —qU X B'—i—q(f*V)/T—q(FVV)/T:qE_’—FqUXB?
also erhalten wir gerade die Bewegungsgleichung mit der Lorentzkraft.

Die Unterscheidung zwischen kinematischem und kanonischem Impuls spielt
auch eine Rolle bei der Aufstellung des Hamiltonoperators, denn der kanoni-
sche Impuls geht in einen Operator iiber. Wir haben also fiir ein Teilchen im
Vektorpotenzial

R N2
- (F-a4)

H = .
o +q9

Beide Potenziale haben einen statischen Anteil, dariiber hinaus hat das Vek-
torpotenzial auch einen quantisierten Anteil. Betrachten wir also dieses etwas
nidher. Entwicklung der Klammer ergibt

(13761[1')2 = p? fq{ﬁ,/f} + A2,
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Der erste Term ist der normale Impuls. Der dritte Term ist nur dann grof,
wenn die Magnetfelder stérker sind, als die Felder, die das Atom halten. Wir
kénnen fiir ein Atom der Grofe L abschétzen, dass p ~ 1/L wihrend gA ~ ¢BL,
d.h. fiir kleine Atome und schwache Felder kénnen wir den letzten Term vernach-
lassigen. Der mittlere Term beriicksichtigt, dass i.A. p'und A nicht kommutieren.
In der Coulombelchung tun sie das aber, d.h. die Materie-Feld-Wechselwirkung
ist H; = —2qA p. Wir wollen zunéchst die Matrixelemente von p’ betrachten.
Es ist einerseits fiir den freien Hamilton Ho

2
|7, o] = [F, L
2m

Andererseits ist fiir beliebige atomare Eigenzusténde |¢) und |f) mit unge-
storten Energieeigenwerten E; ;¢

(1| [7 6] |[i) = (£ 17 (Bi = Bl i) = By (£1713)

= ihp/m.

wobei w; s die Ubergangsfrequenz zwischen den Zustéinden ist. Damit ist

(£ = g (71713

Damit sind die atomaren Matrixelmente von Hj proportional zum atomaren

Dipoloperator d= qr. Dieser wird in H; multipliziert mit dem Vektorpotenzial
in Coulombeichung, welches in seine Eigenmoden entwickelt wird, Gl. (2.20)
und dann mit Hebern und Senkern quantisiert. Der rdumliche Anteil hat die
Form e**7. Nun sind die Wellenléingen fiir resonante Ubergéinge im order nahe
am optischen Bereich, also A € O (107"m) wiihrend die rdumliche Ausdehnung
der Wellenfunktion atomar gebundener Elektronen von der Grofenordnung 1
Angstrom ist, also drei Grofenordnungen kleiner. Damit kénnen wir getrost
ersetzen e’*7 ~ 1 und den Koordinatenursprung am Ort des Atoms wéhlen.
Den entstehenden Hamilton nennen wir Dipolhamiltom

(rfafsy = s F0- 0. e

Wiirden wir héhere Ordnungen in k-7 behalten, dann hatten wir es mit
Quadrupol-, Oktupol- usw. Strahlung zu tun.

2.8 Emission und Absorption von Photonen, Ein-

steinkoeffizienten
Die Physik der Eletron-Photon-Wechselwirkung ist ausgesprochen reichhaltig.
Wir wollen uns hier die einfachsten Prozesse anschauen, die Emission und Ab-

sorption von Photonen. Dazu benutzen wir ein wichtiges Ergebnis aus der zeit-
abhingigen Stoérungstheorie, ndmlich Fermis goldene Regel. Sie gilt, wenn die
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Storung, in unserem Fall H, schwach ist und die Wechselwirkung langsam an-
und wieder ausgeschaltet wird. Sie besagt hier, dass fiir die Ubergangsrate zwi-
schen zwei atomaren Zustéinden |i) und |f) begleitet von einem Ubergang von
Fockzusténden |{n;}) und |{n;}) des Feldes

2
i, {ni}>‘ § (hwi + Bty — Bpnyy) (2.29)

2 N
Ligniy=fingy = T ‘<f, {ns} ‘Hd

wobei der letzte Faktor Energieerhaltung erzwingt.

Wir betrachten zuert dn Fall w;¢ < 0, also Anregung des Atoms, und als
Anfangszustand des Feldes den Vakuumzustand n; = 0. Damit ist das Argument
des Diracdelta stets negativ und es findet kein Ubergang statt. Merke: Trotz
Vakuumfluktuationen kann man aus dem Vakuum keine Energie ziehen. Als
néchstes betrachten wir weiterhin das Vakuum jetzt aber Abregung des Atoms,
w;s > 0. Dieser Prozess ist natiirlich moglich. Wir finden fiir das Matrixelement

i) (ins} 4]0}

Da die Darstellung von A eine Linearkombination von Erzeugern und Ver-
nichtern (in linearer Potenz) ist, sind die einzig moglichen Endzustinde die
Zustande |1;) bei denen sich genau ein Photon in Zustand j befindet. Offen-
sichtlich handelt es sich also um Photonemission. Das emittierte Photon muss
aufgrund der Energieerhaltung die Frequenz w;s haben. Damit ist der Betrag
seiner Wellenzahl k festgelegt, aber weder Richtung noch Polarisation. Wir fiih-
ren die Zustandsdichte formal ein als

w)zZZé(w—wk).
k

Fiir Photonen im unendlich ausgedehnten Raum haben wir

<f7 {ns} ‘Hd) i {0}> = —2ihwif <f

2

3 2 2 w w
W=2[d k Sw—ck) =87 | dk k28 (w— ck) = 8rc [ dk ka(z—k)Z&T?

Die Vorfaktoren der &L héngen nur von der Frequenz ab. Alles in allem
bekommen wir daraus eine Ubergangsrate fiir diese spontane Emission von

= 71677 wszKfM >

Sie skaliert also mit w3. Die verbleibende Summe liuft iiber Polarisations-
richtungen. A heifit auch Einsteinkoeffizient.

Was éndert sich bei der Emission, wenn das Feld nicht im Vakuum star-
tet? Nun, fiir jeden energieerhaltenden Ubergang geht es nicht mehr von |0); —
all0); = |1); sondern |n); — af|n); = vn+ 1|n + 1);. Aufgrund des Betrags-
quadrats in der goldenen Regel Gl. (2.29) wird damit jeder Beitrag noch mit
n + 1 gewichtet. Oft, z.B. im thermischen Gleichgewicht, hdngt n; nur von der

EAif
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Frequenz, nicht aber von der Richtung der Welle ab, n; = N(w). In diesem Fall
ist die totale Emissionsrate

iny = (L + NW)T7,p = Aif + By

Der Beitrag mit der 1 heifit weiterhin spontane Emission, der Beitrag mit
dem N(w) stimulierte Emission. Atome emittieren also leichter, wenn Licht auf
sie einfillt. Dies ist eine Konsequenz aus folgenden Argumenten: &' ist konju-
giert zu a. a ist o< y/n, weil es die Wahrscheinlichkeitsamplitude beschreibt,
irgendein Photon zu finden, also letzlich eine Konsequenz der Ununterscheid-
barkeit. Man kdnnte auch sagen, dass Bosonen gerne zusammenklumpen und
damit die Anwesehnheit von Photonen es erleichter, weitere Photonen aus dem
Atom herauszuziehen.

Schlussendlich kénnen wir auch die Absorptionsrate bestimmen. Da ist der
relevante Operator der Photonenvernichter ¢ und der liefert ,/n;, also haben
wir

?—>f = N(W)Ff‘—m' = By
Wir sehen als, dass die Absorptionsrate gleich der stimulierten Emissionsrate des
umgekehrten Vorgangs ist. Im klassischen Limes, wenn N — oo sind Emissions-
und Absorptionsrate gleich, der Zustand springt hin und her.

2.9 Lichtstreuung und Feynmandiagramme

Bei den Prozessen des vorherigen Abschnittes hat sich die Zahl der Photonen
gedndert. Jetzt wollen wir uns Prozesse anschauen, bei denen ein einfallendes
Photon in ein anderes gestreut wird. Wir werden zumindest die Grundidee von
Feynmandiagrammen bekommen, ohne diese Methodik im Detail auszuarbeiten.
Anders als im vorangegangenen Abschnitt greifen wir nicht auf Fermis goldene
Regel zuriick. Wir gehen aber dennoch stérungstheoretisch vor.

Vorher erinnern wir uns an verschiedene Darstellungen der Quantenmecha-
nik. Im Schrédingerbild erfiillen die Zustandsvektoren die zeitabhéngige Schro-
dingergleichung und gewohnliche (nicht klassisch zeitabhéngige) Observable wer-
den durch zeitunabhéngige Operatoren beschrieben. Im Heisenbergbild sind die
Zusténde zeitunabhingig und die Observablen erfiillen die Heisenbergsche Be-
wegungsgleichung

ihd,0M = [OH,FI} . (2.30)

Um zeitabhéngige Storungstheorie zu betreiben, setzen wir uns zwischen bei-
de Stiihle und gehen ins Wechselwirkungsbild. Wir teilen den Hamilton in einen
(groRen, einfach behandelbaren) Term Hy und eine Stérung V auf, H = Hy+V.
Wir transformieren Operatoren gemif Gl (2.30), allerdings ersetzen wir H
durch Hy. Damit wird auch die Storung als V7 ins Wechselwirkungsbild trans-
formiert (und kann dadurch eine vorher nicht vorhandene Zeitabhéingigkeit an-
nehmen). Diese Stérung bestimmt nun die Zeitentwicklung des Zustandsvektors.
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Die formale Lésung der enstprechenden zeitabhéngigen Schrodingergleichung ist
dann
. i (b .
U (ty,t2) = T exp (—/ dt' v71 (t’)) .
h /i,

Der Clou dieser Formel ist der Dyson-Zeitordnungsoperator 7. Er besagt,
dass die Formel so zu lesen ist, dass die frithesten Zeiten immer rechts stehen. Die
Formel bedeutet also im Allgemeinen nicht, dass Sie die Stérung aufintegrieren
und die erhaltene Matrix exponenzieren. Das wére nur richtig, wenn 7 irrelevant
ist, weil V (t) und V (¢) fiir alle Paare von Zeiten ¢, ¢ kommutieren. Stattdessen
entwickeln wir

R [e%s} 1 .\ N t1 R . R
U (tr,t) =Y ] (—%) /t dt'dt” ... .dt™ T (V (t) V(t2)... V(tn)) .
n=0 Y

(2.31)

Diese Entwicklung heiftt Dysonreihe. Sie stellt eine systematische zeitab-

héngige Storungstheorie dar. Thre Terme konnen oft physikalisch interpretiert

werden, wie wir im Folgenen fiir das Beispiel der Lichtstreuung erkliren wer-

den. Die Licht-Materie-Wechselwirkung wird fiir den Dipolhamilton Gl. (2.28)

beschrieben. Wir miissen ihn ins Wechselwirkungsbild transformieren. Klarer-
weise ist fiir den atomaren Teil

Cﬂ Z> e—iwi ft.

(1}~ (s
Das Vektorpotenzial haben wir oben schon im Wechselwirkungsbild darge-
stellt, wir haben

—iwit ~t At dwpt

ar — e a; — aze

Weiterhin teien wir das Vektorpotenizal auf gemiR A = A, + A_ wobei A
alle Erzeugungs- und A_ alle Vernichtungsoperatoren enthélt. Wir interessieren
uns speziell fiir Lichtstreuung, d.h. fiir Matrixelemente er Zeitentwicklung (2.31)
zwischen Zusténden |1;)und [1;). In der nullten Ordnung in Vbekommen wir

<f= L ‘Ué’ i, 1k> = 0p10;5.

also: Ohne Wirkung der Stérung keine Lichtstreuung. In der ersten Ordnung
wenden wir einmal das Vektorpotenzial A an, d.h. wir erzeugen oder vernichten
ein Photon - wir streuen es nicht. Streuung findet erst in zweiter Ordnung statt
und setzt voraus, dass wir einmal /ALF und einmal A_ anwenden. Die anderen
Prozesse in zweiter Ordnung wiren zwei-Photon-Absorption oder -Emission.
Schauen wir uns zundchst mal den zeitgeordneten Faktor etwas genauer an

th ty R R t1 ¢ . .
/ dt’ / dt"T (V VvV (t”)) =2 / dt’ / dt" V(" V(t").
to to to to

was einfach ein Umetikettieren der Integrationsvariablen ist - links integrie-
ren wir iiber ein Quadrat und tauschen die Operatoren auf der Diagonalen. Das
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funktioniert in jeder Ordnung. Der Zeitordnugnsoperator ist also nur ein Trick,
diese geschachtelten Integrationsgrenzen auszudriicken. Rechts integrieren wir
zwei mal {iber ein Dreieck. Wir haben jetzt zwei Moglichkeiten: Zuerst Emission
oder zunéchst Absorption

<f71l‘021

tl ~ N
_ 7ﬁz / dt! / dt" <f, 1l\v+ (t') |m, Vac) (m, Vac|V_ (¢)
m Yto to

zlk> - h2/ dt’/ dt” f,1z\v+ (" V() Ve ()

i, 1k> (2.32)

i7 1k>

1 t t/ ) )
—EZ/ dt’/ at” (£ 1|V @) s s 1) 11, 1V (t”)’i,lk>
m to to

wobei wir am Ende die Vollstdndigkeitsrelation eingeschoben haben und

schon ausgenutzt haben, dass durch die Form von A nur die angegebenen Zu-
stdnde fiir das Photonenfeld iiberhaupt erreichbar sind. Jetzt setzen wir die
expliziten Formen vonV;und V_ ein und finden

i, 1k> -

‘1 > qwpt!  —iwit 2mh
et e k
V,/wkwl

<f, 1 ’VJF ) [m, Vac) (m, Vac|V_ (t")

d[m) {m

Der zweite Faktor unterscheidet sich im Wesentlichen in den Zeitabhingig-
keiten
i1 k> -

dlm) (mds) et et 0

Damit treten in dem Ausdruck Gl. (2.32) folgende Integrale auf

—7, / —7 .
_4h2wf'mwmie zwmfte iWimt’ <

<f,ll‘V ) [m, Vac) (m, Vac| V. (£)

. , .
_4h2wfmwmie zwm,fte iwimt’ <f

!’
Il _ /tl dtl /t dt” efi(wierwk)t”ei(wlfwmf)t’
to to
t1 -
_ / dt/ ei(wl—wmf)t/ ? (e—i(wim—i-wk)t' . e—i(wim—i-wk)to)
to Wim, + Wk

Jetzt halten wir einmal kurz inne: Wir interessieren und eigentlich gar nicht
fiir die Zeiten to und t;. Wir interessieren uns fiir Licht, das von einer Zeit in der
fernen Vergangenheit ankommt (jedenfalls lange vor den Zeiten, die durch die
atomaren Ubergiinge festgesetzt sind). Wir lassen also im Integranden tq — —o0
gehen. Wir gehen auch davon aus, dass das Atom eine endliche Lebensdauer hat
und geben den Frequenzen einen nichtverschwindenden Imaginérteil. Damit f&llt
der zweite Term weg. Auch im &ufseren Integral lassen wir den Zeitunterschied
gegen unendlich laufen. Dazu setzen wir t; = —tg = ¢t und lassen das nachher
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groft werden. Wir haben also zu integrieren

. t .
L= Z / dt! eil@r—wr—wst’ I sin Awt
Wim + Wk J 4 (Wim + w) Aw

wobei Aw=w;—wy —wy; die gesamte Energieinderung zwischen den Anfangs-
und Endzusténden. Der Zwischenzustand m taucht nur im Energienenner auf.
Im zweiten Term haben wir den Ausdruck

t t
I, = / at’ e—z‘(wmf-s-wk)t’ / dt’ ez‘(wl—wm)t”
—t —o0
i t / ; Nt 22 .
= 7/ dt ez(wl_wk+wf‘) =  sin Awt.
Wim — Wi J ¢ Aw (wim - wl)

Wir haben also die gleiche Zeitabhingigkeit aber, aufgrund des anderen Zwi-
schenzustands, einen anderen Energienenner. Wenn wir das zusammenbauen,
kénnen wir z.B. die Ubergangsrate zwischen Anfangs- und Endzustand aus-
rechnen als das Absolutquadrat des entsprechenden Matrixelements von U. Wir
kénnen uns davon iiberzeugen, dass

sin? WAt

=2
AtSE w2 At 0 (w)

indem wir feststellen, dass die linke Seite normiert ist und im Limes au-
ferhalb der Null verschwindet. Also haben wir eine Ubergangsrate (bzw. einen
Streuquerschnitt), der folgende Form hat (wird in der néchsten Version aus-
geschrieben). Die beiden Terme konnen diagrammatisch interpretiert werden
(Zeichnung siehe Vorlesung). Wir gehen von links nach rechts. Jeder Wechsel-
wirkungsvertex beschreibt die Anwendung des Wechselwirkungshamilton, wobei
Emission mit A+ und Absorption mit H~ beschreiben wird. Die Zeiten fiir die
Wechselwirkung sind geordnet aber ansonsten beliebig. Die Propagation der
Linien wird durch die Zeitentwicklungsoperatoren der entsprechenden Basiszu-
stdnde, also die Exponentialfunktionen, beschrieben. Die Zwischenzustédnde sind
beliebig, werden also ausintegriert. DIe beiden Diagramme entsprechen Zwi-
schenzustanden mit zwei bzw. keinen Photonen. Diese Feynmanregeln ziehen
sich weiter in héhere Ordnungen.
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Kapitel 3

Relativistische
Quantenmechanik

In diesem Kapitel analysieren wir relativistische Verallgemeinerungen der Schré-
dingergleichung und entdecken, dass selbst das Vakuum fiir Fermionen stark
bevolkert ist.

3.1 Wiederholung spezielle Relativitatstheorie und
Vierernotation

Wird aus E-Dynamik-Skript entwickelt.

3.2 Relativistische Schrodingergleichug: Klein-Gordon

Wir starten zunéchst der Einfachheit halber mit spinlosen Teilchen, also massi-
ven Bosonen. Aus der relativistischen Energie-Impuls-Relation

E — q¢ = \/m2c* + c2p2

kénnen wir die Operatorform schreiben
(78 = ) v = i = mcy. (3.1)

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung. Hier haben wir den kinematischen Vie-
rerimpuls also Operator eingefiihrt, 79 = (E — q¢)/c, 7g = (4hd; — q¢) /¢ und
T = —ihV — qff. Im Fall neutraler Teilchen mit verschwindender Ruhemasse
(also z.B. fiir Photonen) reduziert siche die Klein-Gordon-Gleichung zur nor-
malen Wellengleichung O09¥=0.Wenn die Potenziale zeitunabhéngig sind, ist die
Klein-Gordon-Gleichung analog zur Schrodingergleichung mit einem relativisti-
schen Hamiltonoperator. Davon iiberzeugen wir uns, indem wir fiir stationére
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Losungen den Ansatz (7, t) = v, (7) e *Fnt/" machen. Wir fithren die Grofe
h%k? = E2/c? — m%c? ein um die kinetische Energie zu beschreiben. Dann ist

Gl (3.1)
(nK2 = 2B0q0/¢* + ¢26%/* — &%) o (7) =
und wir kénnen schreiben

. N 72  VE V2
(h2k2 - 2mH1'el) q/}n =0 Hrel = L + s
2m  mc? 2mc?

Daraus erhalten wir den n1chtrelat1v1stlschen Grenzfall fiir E /mc2 — 1
und E, = oV/R2k2 + m22 ~ mc® + ZE haben wir Hyy = Z- — + V und
2m (En —me? — rel) ¥, = 0. Fiir freie Tellchen hat die Kleln—Gordon—Glelchung

wiederum Losungen als ebene Wellen.

Wir wollen jetzt die Wahrscheinlichkeitsstruktur unter dieser Gleichung né-
her anschauen. In der nichtrelativistischen Quantenmechanik haben wir eine
Kontinuitatsgleichung der Form

p+V-jw=0

mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte fw = %Re (1,&*7?1#) . In relativis-

tischer Notation sind Kontinuititsgleichungen von der Form 9,j{;; = 0. Die
natiirliche relativistische Verallgemeinerung ist

Ty = 0 + Y
Wir verifizieren die Kontinuitétsgleichung wie folgt
ihdu gy, = ih(0,0%) 7 + o 7t (1hda) — c.c.
= [(odu—m) vl + 0 (- ad) w — e

Wir benutzen nun die Klein-Gordon-Gleichung und finden, dass yn*#7, 19 =
202 |4h|? rein rell ist und bei der Subtraktion mit dem konjugiert komplexen
herausféllt. Gleiches gilt fiir (ﬂ'zw*) m#1). Die beiden Terme mit A, heben sich
ebenfalls heraus. Damit erfiillt jj;, die Kontinuitétsgleichung und ist bis auf
Vorfaktoren der physikalische 4-Wahrscheinlichkeitsstrom. Das ist fiir die drei
raumlichen Komponenten auch leicht gesehen, da dies die relativistische Version
des gewohnlichen Wahrscheinlichkeitsstroms ist. Wir haben uns damit aber eine
recht komplizierte Wahrscheinlichkeitsdichte eingehandelt mit

) 1 .. LT . )
cow =j° = - (W* (thdy — V) p +c.c.) = Ez/) [—zhg + 1ho; + 2qq§} P
wobei wir uns merken, dass % das zur Linken stehende Objekt differenziert.

Wir interpretieren das als Re-Interpretation des Skalarproduktes. Fiir stationére
Zustinde mit Energien E, /, konnen wir sehen

{(alb) = /d‘?’rw (E, +Eb+2q¢)¢b~2mc/d3r¢ Uy
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wobei wir am Ende einsetzen, dass im nichtrelativistischen Limes Potenziale
klein sind und die Energien beide bis auf kleine Korrekturen die Ruheenergie
mc? sind. Diese Umdefinition des Skalarprodukts wird bei der Diracgleichung
zu interessanten Voraussagen fithren. Wir verlassen hiermit die Klein-Gordon-

Gleichung, da uns Elektronen néher liegen als z.B. Pionen.

3.3 Nichtrelativistisches Teilchen mit Spin: Pau-
ligleichung

In der einfachsten Behandlung des Wasserstoffatoms (oder anderer elektroni-
scher Systeme) in einer Ihrer fritheren Vorlesungen haben Sie vermutlich das
Elektron als spinloses Teilchen behandelt. Tatséchlich hat das Elektron einen
Spin 1/2. Im tief nichtrelativistischen Fall hat der nur die Auswirkung, dass
die Energieniveaus in einem Magnetfeld eine Zeemanaufspaltung zeigen. Wir
suchen jetzt eine Formulierung der Schrédingergleichung, die diese Zeemanauf-
spaltung gleich eingebaut hat, und die wir dann hoffentlich einfach relativistisch
verallgemeinern konnen (mathematisch orientierte Menschen wiirden natiirlich
andersherum vorgehen). Diese Gleichung wirkt natiirlich auf Spinoren, d.h. wir
schreiben

W=l 0+l b= ().

Das wird bewerkstelligt von der Pauligleichung, also der Schrédingerglei-
chung mit dem Hamilton

Hier ist ¢ der Vektor aus den drei Paulimatrizen. Wir schauen uns die Terme
der kinetischen Energie genauer an. Zunéachst haben wir

N 2
(V . C?) = Zaiajaidj = Z 812 + 2818] {(Ti,(fj} :21812
ij i 1<j
hier haben wir im zweiten Schritt die Summe nach diagonalen und nichtdia-
gonalen Termen getrennt und die nichtdiagonalen paarweise zusammengefasst.
Wie immer ist {-, -} der Antikommutator. Zur Vereinfachung der Terme haben
wir die Paulialgebra
0r0; = 10 + 4 Z €kimTm (3.2)
i
bzw das darauf folgende Korrolar {6y, 6;} =216, genutzt. Der quadratische
Term der kinetischen Energie hat also die gewohnte Form (das gleiche Argument
eliminiert die Paulimatrizen aus dem Term mit A2. Der lineare Term ist (in jeder
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Eichung)

(98) (A:8) i (2:5) (v8) =

—1 (V . /Y-i— X V) + Z ijla'j (8kAl + Akal)
J

wobei wir die Paulialgebra Gl. (3.2) benutzt haben. Der erste Term entspricht
dem spinlosen Fall. Den letzten Term schreiben wir als Kreuzprodukt um

ZEjklé'j(akAl—i-Akal):3[VXE+EXV Zéé

J

im letzten Schritt haben wir beachtet, dass es sich hier um einen Operator
handelt, die ganze Konstruktion also nach rechts auf eine Wellenfunktion wirkt,
und erst in dieser Kombination sichergestellt wird, dass der Nablaoperator le-
diglich aus dem Vektorpotenzial ein Magnetfeld macht. Insgesamt haben wir
also zerlegt

. 72 hq

fp= T vy Mg s
P 2m+V+2m o

also den Zeemaneffekt hergeleitet.

3.4 Die Diracgleichung

Wir wollen jetzt den Spin so behandeln, wie in der Pauligleichung und die Bewe-
gung so, wie in der Klein-Gordon-Gleichung, um eine relativistische Gleichung
fiir Elektronen zu erhalten'. Dies fiihrt zunichst zur Kramersgleichung

(7%0 +{?-3) (fro —%-3) e

N2
Neben dem schon im vorangegangenen Kapitel berechneten Produkt (5’ . 7?) enthélt
dieser Ausdruck auch den Kommutator
[7% . 3, 7T'0i| = iqﬁ[? -E.
Damit taucht auch das elektrische Feld auf, wie es in einer lorentzinvarianten

Gleichung natiirlich sein muss. Ausgeschrieben in physikalischen Feldern ist die
Kramersgleichung also

Rt —hga - (B —iE) | ¢ = m2cp. (3.3)
| (B-iE)]

IEine wesentlich axiomatischere Methode, die auf tiefere Grundprinzipien zuriickgreift,
ware der Aufbau dieses Kapitels auf der Theorie von Liegruppen und ihrer Darstellung. Dies
wiirde zu weit filhren, aber es beruhigt hoffentlich, dass es so etwas gibt
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_ Da dies eine quadratische Gleichung ist empfiehlt es sich, einen Hilfsspinor
1 einzufithren und die Gleichung aufzuteilen als

(fro -7 3’) v = mey (3.4)
(7%0+7:r'-c:f)@z = mcy

Wir kénnen also eine Gleichung in einem Raum vierdimensionaler Spinoren

aufstellen, wobei wir definieren
0
Vp = 7/3 _ 0 . 0 o
D = b = _ T =050 ¢ :
Damit hat die Diracgleichung die mathematische Form der Schrédingerglei-
chung ih0;Yp = Hpvyp mit dem Dirachamilton

Qp
o Qv

ST

Hp = —qé + cit - @+ mc2y°, (3.5)

allerdings fiir die vierdimensionalen Spinoren. Ist diese Gleichung tatséchlich
Lorentzinvariant? Das héngt natiirlich ab, wie wir die Vierer-Spinoren transfor-
mieren. Wir werden sehen, dass die Spinoren keine Lorentz 4-Vektoren sind.
Den Lorentzboost kénnen wir beschreiben wie eine Drehung um einen imagi-
néren Winkel als

t' = t coshn+ xsinhyp

/

' = tsinhn+ zcoshy

wobei wir die Rapiditit n eingefiihrt haben mit tanh 7 = —v/c. Spinoren dre-

hen sich unter riumlichten Drehungen um eine Drehachse ¢ wie y — e~ i#%/2y,
also vermuten wir, dass die Lorentztransformation analog die Form hat y —
S Hxmit

SH = e™7/2 = cosh (g) + G- 77sinh (g)

Wir wéhlen jetzt der Einfachheit halber 77 = 2 und transformieren die erste
Zeile von Gl. (3.4) indem wir berechnen

(770 -7 6’) — (7‘(‘0 coshn + w3 sinh ) — o, 7% coshn — o, 7% sinh -0, 7, — aywy) SH
. e " (71'0 - 713) — Ty + iy en/? 0
- — Ty — Ty e <7T0 + 7T3) 0 e 2
. e /2 0 (7r0 — 7T3> —Ty + iy
o 0 e/? — Ty — iy (7r0 + 7r3)
Damit schlieftt sich die Gleichung, wenn wir die unteren Komponenten nach

v — SH (—77)1; transformieren. Als Beispiel studieren wir ein freies Teilchen,
A = 0. Wir versuchen die ebene Welle als Ansatz

Yy = pi(F—wt),, (E’ ms)
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Sie kénnen dies 16sen, wenn Sie fiir niedrige kinetische Energien, k£ — 0, das
System 16sen und dann nach dem obigen Rezept einen Lorentzboost ausfithren

(Ubung). Hier wollen wir u (E, ms) direkt finden. Wir sehen in Gl (3.4) dass

das Produkt k- & eine prominente Rolle spielt. Wir arbeiten also in der Basis der
Eigenzustande dieser Grofse, der Helizitdtsbasis, d.h. wir setzen an dass die der
vierdimensionale Spinor u aus zwei zweidimensionalen Spinoren y aufgebaut ist
mit i
30 kX (A) = 50 @ix(A) = Akx(A)

wobei & = k/k und die Helizitét +1/2 ist. Physikalisch bedeutet das, dass
Spin und Bahnbewegung abhéngig sind und der Spin gegeniiber dem Impuls
eine Rechts- (+1/2) oder Linksschraube (-1/2) bildet. Wir konnen damit zwei
unabhéngige Eigenspinoren fiir das freie Teilchen bilden. Fiir die ¢-Komponente
haben wir u = \/E/c+ 2hkAx(\) und fiir die ¢-Komponente haben wir, um
dementsprechend @ = /E/c — 2hkAx(\). Interessant ist der hochtrelativisti-
sche Grenzfall. In diesem ist F, ~ hkc und damit ist die rechtshéndige Losung
in der ¢ und die linkshéndige Losung in der ¢ - Komponente angesiedelt.

3.4.1 Paritat und nichtrelativistischer Limes

Wir interessieren uns jetzt fiir zwei besonders einfache Lorentztransformationen:
Die Zeitumkehr ¢ — —¢ und die Rauminversion (Paritdt) ¥ — —r. Die Paritét
spiegelt Vektoren

Ao -4 ¢o¢p 7o -7 7% 1°

Da sich die Gradientenbildung auch spiegelt haben wir also insgesamt B -
iE/c — B +iE/c und damit in der Kramersgleichung Gl. (3.3)cine komplexe
Konjugation. Damit ist die Diracgleichung nicht invariant, muss wohl aber kova-
riant sein (d.h., es muss eine Transformation geben, die der Paritét entspricht).
In der Klein-Gordon Gleichung haben wir nur 72 , also Parititsinvarianz. Da
sich der Drehimpuls J=7 x p unter Paritét nicht dndert, gilt gleiches fiir & und
darum geht & - © — —& - . Zur Garantie der Paritits-Kovarianz der Diracglei-
chung brauchen wir also

Y=Y Y=y Yp— 1 %p.

Vielfach haben wir einen (ungestorten) Hamilton, der selbst Parititsinvari-
ant ist, z.B. in rein skalaren Feldern, also fiir A=0. In diesem Fall kénnen wir
in der Paritatseigenbasis

¢i:(¢i¢>/\/§ Py =ty

arbeiten. Damit ergibt sich statt der Diracgleichung in Weyl-Schreibeweise, Gl.
(3.4)
(0 F me) s = 7 - Fipe
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Fiir stationére Losungen ist mg = E,./c — q¢/c = mc + E/c-q¢/c und wir
kénnen auflésen

V. = (me+Efc—V]e) ' 7 Gy, = ! <1+E_q¢>17?-51/q(36)
- T 2me 2mc? '
N T-a E—q¢
T 2me <1 ©2me? > ¥+ (3.7)

wobei wir am Ende den nichtrelativistischen Limes genommen haben. Die
nichtrelativistische Wellenfunktion ist also im Wesentlichen ¢ . Als effektive
Bewegungsgleichung haben wir, unter Benutzung von Gl. (3.6)

(7-5)
2m

(EV)1/’+05'7?¢-N[ + Vs | ¥+

Damit haben wir die Pauligleichung mit dem Zusatzterm

67
4m2c2

Vis =& [ﬂ' V}

der die niedrigste relativistische Korrektur darstellt. Physikalisch entsteht
dieser Term dadurch, dass ein bewegtes Elektron sein bindendes Potenzial V |
das ja durch eine Ladung erzeugt wird, wie das Potenzial eines Stromes, also
ein Vektorpotenzial ansieht. Dieses im Ruhesystem des Elektrons entehende
Vektorpotenzial induziert einen Zeemaneffekt.

Wie konnen wir diesen Term physikalischer schreiben? Wir stellen fest, dass

G- [7%7V(r)} = —ihd - &V’

wobei der Strich die Differenziation nach dem (einzigen) Argument (hier r

) andeutet. Wenn kein &ufseres Magnetfeld anliegt ist @ = p und wir kénnen
auflésen

(5’ . F) (5 ]3) = Zé’ﬁ”i&jp] anl + szzjkrzpjo'k TPt
i,J

ijk

hv
A

Hier kam zur Auflésung des Produkts aus Paulimatrizen die Identitét (3.2)

zum Einsatz, sowie die Definition des Vektorprodukts. L=7x ]%' ist der Bahn-
drehimpuls. Der qualitativ neue Term ist also

hL - &

Vis = —55—
4m2c2r

die bekannte Spin-Bahn-Kopplung. Wir diskutieren jetzt ihren Effekt auf
das Spektrum des Wasserstoffatoms.
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3.4.2 Feinstruktur des Wasserstoffatoms

Nicht behandelt, nicht tiberarbeitet!
Wir studieren jetzt den Einfluss der Spin-Bahn-Kopplung auf das Wasser-
stoffatom, d.h. wir betrachten den Hamilton

oL, 2182 e
22t g FVO) V)= -

FI = ffg + VLS Ho = Ireor

Wir hatten urspriinglich die Eigenwerte des Bahndrehimpulses als gute Quan-

tenzahlen, jetzt brauchen wir aber den Gesamtdrehimpuls J :EJr%c:f . Dieser
vertauscht in der Tat mit dem Hamilton. Wir zeigen das, indem wir zunéchst
aufspalten

- . . . . 1 . . [ [
G L=l toybly+ole=6.bet o (60L +6 L)) = Lo Lo
o 2 L,y -L,
Hier haben wir Heber und Senker eingefiihrt nach Ly =L, + zﬁy und

die letzte Matrix ist im Hilbertraum des Spins geschrieben. Wir brauchen den
Vertauscher

[iz,ii} =40y,
Damit kénnen wir zeigen, dass [I:Z, é’i} = —6+IA/, +6,[A/+ und % [52, 3’E} =

&+ﬁ_ — c}_f/+ ,damit vertauscht .J, mit Vyg . Fiir

N 1~ 2 N
ﬁ=<L+25) =L+

i+L-&

S~

1
4
gilt das klarerweise auch. Damit sind die Eigenwerte von J? und J gute

Quantenzahlen. Wir wollen jetzt die Eigenzusténde von J aus denen von L
und & basteln. Dies ist ein Spezialfall der Clebsch-Gordan-Theorie, die aus der
Darstellungstheorie von Liegruppen entwickelt wurde. Liegruppen sind Grup-
pen, die durch kontinuierliche Parameter charakterisiert werden - hier ist es die
Drehgruppe. In der Quantenpysik wird sie allemein zur Addition von Drehim-
pulsen entwickelt. Hier haben wir das Beispiel, in dem einer der Drehimpulse
1/2 ist.

Wir schreiben Zusténde des Gesamtdrehimpuls |7, m;); und Summandenzu-
stande als |, m;, ms). Wir starten vom maximal polarisierten Zustand

+1/2,1+1/2); = |1,1,1/2) (3.8)

Auf den wenden wir J_ an und erhalten, nach der bekannten Drehimpuls-
formel

Anwendung auf Gl. (3.8) ergibt

V20 1)1 4+1/2,1—1/2); = V21,1 —1,1/2) + |1,1,-1/2) (3.9)
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also haben wir normiert [[+1/2,1—1/2) = %U, 1-1,1/2)+ ﬁ\l, l—
1,1/2). Diese Anwendung konnen wir weiter treiben, bis wir |I+1/2, —{—1/2); =
|1, =1, —1/2) erreichen.

Die beiden Drehimpulse kénnen sich aber auch so addieren, dass der Gesamt-
drehimpuls j — 1/2 ist. Der maximal polarisierte Zustand in diesem Unterraum
ist |[j —1/2,7 — 1/2). Er muss eine Linearkombination aus |l,! — 1,1/2) und
|I,1,—1/2) sein und auberdem senkrecht auf |j +1/2,j — 1/2) stehen. Nach Gl
(3.9) ist damit, bis auf eine unphysikalische globale Phase, festgelegt

1 21
1-1/2,1-1/2) = ————=|,1 - 1,1/2 —|,1,-1/2).
=120 =1/2) = = LU= 1.1/2) 43 5 1L -1/2)

Auch hier kénnen wir weiterhin den Senker anwenden um die ganze Leiter
zu konstruieren. Wenn wir alles zusammenfassen, erhalten wir eine Darstellung

domg); = Y (o,mj —oljmy) |l m; —o,0)
o=+1/2

mit den Clebsch-Gordan Koeffizienten

1 [l+m+1
(1/2,mj—1/2|z12,mj) = + le

1 l 12
<1/2,mj+1/2|z12,mj) - JEnty

20+1

Wir kénnen auch kompakt schreiben

L [lEm+1/2 [lFm+1/2

(3.10)

Damit kénnen wir die Feinstruktur ausrechnen. Die Eigenzustéinde des H-
Atoms (mit Spin, ohne Magnetfeld und Vi) sind gegeben durch |n,,l,m, o)
wobei n,. die radiale Quantenzahl ist und [ = 0...n — 1. Die Eigenenergien sind

R
En:f—2 n=n,+l4+1 R~13.6¢eV.
n
Die Kombination n heift Hauptquantenzahl. Die Zusténde, aus denen sich
nach Gl. (3.10) konstruieren sind also energetisch entartet. Nach den Regeln der
entarteten Storungstheorie nehmen wir also die [{4-1/2,m); als neue Eigenbasis
und erhalten als Energieverschiebung in erster Ordnung

a h2q2a733 o {lJrll j=1+

mil T Am2e2n2(1 +1/2) -1 j=1-

[ SRS

dies beschreibt die Feinstruktur der Spektrallinien von Wasserstoff.
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3.4.3 CPT-Symmetrie und Positronen

Wir haben oben schon die Paritdts- und Zeitumkehrsymmetrie studiert und
daraus den klassischen Limes der Diracgleichung erhalten. Jetzt wollen wir den
hochrelativisitsichen Fall studieren. Wir steigen ein via der Ladungskonjugation

Al AR gyt

Fiir die Klein-Gordon-Gleichung fiihrt diese Transformation dazu, beide Sei-
ten komplex zu konjugieren und damit ist diese invariant. Wie sieht das bei
der Diracgleichung aus? Wir schreiben die Diracgleichung mittels Paulimatri-
zen & = 045 mit der fiinften Paulimatrix

(1 0
o -1 )
Damit erhalten wir als Diracgleichung
(7}0 —7 éWs) Yp = meyoYp.
Das generiert die Diracalgebra, wobei folgende Relationen

B=9%=1 {5,7%}=0

niitzlich sind. Jetzt schauen wir uns die konjugiert komplete Diracgleichung
an

(7% = #* - &*95) wp = mevowp

Die Paulimatrizen sind zwar hermites, aber nicht reell - wir miissen zumin-
dest 6, herumdrehen. Das geht nicht unitér, aber mit

%:—j%;&;(?&):ammz—m 10, = 1.

Damit haben wir transformiert
(7?0* + 7 3’75) U, = mchUch.

Das relative Minuszeichen aus der Nicht-Unitaritdt der Transformation mit
U, kénnen wir kompensieren durch die Vertauschung von t und ¢* mittels 7°.
Durch das komplete konjugieren haben wir ein weiteres minus aust* = —a#,
kompensiert wird also alles durch

Al = —A" Ypc = 0U)p.
Wir erhalten somit

(*7%5 At 375) Vsv0Ucth = —meysUct,.
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Wir multiplizieren diesen Ausrdruck nun mit 5 und Ug, die ja jeweils ihre
eigenen Inversen sind. Damit fallen diese Terme heraus bis auf ein Minuszeichen.
Damit ist dann die Ladungskonjugierte Diracgleichung die Komplexkonjugierte
Diracgleichung. C ist eine innere Symmetrie der Theorie, keine Lorentzsymme-
trie.

Die Zeitumkehr ist bedeutend einfacher

A— -4 ¢>¢

Damit geht

70 —7?'5"’)/5 —>ﬁ0*+7?* '5’}/5
Was sich wiederum mittels Uc auf das rein Komplexkonjugierte #%* —7*.5*75
transformieren ldsst. Damit ist

Yor = Uctp.

Interessant weil einfach ist die Anwendung aller drei Spiegelungen CPT. Diese
transformiert
Af = = A" pp = —s5¢p.

Fiir diese Vorlesung lassen alle drei Symmetrien, C, P, und T, die Theorie kova-
riant, d.h. wir kénnen jeweils eine Transformation der Wellenfunktion finden, so
dass die symmetrietransformierte Diracgleichung dquivalent zur urspriinglichen
Diracgleichung ist. Allerdings &ndert sich das, wenn wir die schwache Wechsel-
wirkung dazunehmen - da wird die Paritit verletzt. Beim Zerfall von K-Mesonen
stellt sich heraus, dass das Standardmodell auch CP verletzt und nur CPT eine
Symmetrie des Standardmodells ist.

Unter der Ladungskonjugation &ndern wir (durch die komplexe Konjugation)
auch die Energie des Teilchens. Anders gesagt: Wie bei der quadratischen Form
der Klein-Gordon-Gleichung klar und bei der Diracgleichung implizit auch, gibt
es zu jeder Losung mit Energie E auch eine mit Energie —F. Damit scheinen
relativistische Teilchen keinen Grundzustnd zu kennen und die Theorie erscheint
unphysikalisch. Die Idee ist aber, dass die Zusténde negativer Energie im Va-
kuum besetzt sind (Diracsee). Damit gibt es also keine Einteilchengleichungen,
sondern wir miissen immer mit dem Fockraum rechnen und “ein Elektron” be-
deutet “Diracsee plus ein Elektron”. Die Diracspinoren sind also als zweitquan-
tisierte Feldoperatoren zu betrachten. Geniigend Energie E > 2mc? erlaubt es,
Elektronen von Ej < 0 nach —FE}~( zu beférdern, also Energie in Teilchen um-
zuwandeln. Die Vakanz im Diracsee heifit Positron. Als Beispiel kennen wir den
g-Faktor des Elektrons, der laut Diracgleichung ja 2 ist. Tatsdchlich kann das
Elektron mit virtuellen Photonen und e-p-Paaren wechselwirken. Diese Wech-
selwirkung erhéht den Zahlenwert leicht.

3.5 Zitterbewegung

Zitterbewegung (deutsches und englisches Wort) ist eine einfache Konsequenz
der Diracgleichung. Wir benutzen den Dirachamilton Gl. 3.5 auf Seite 38 feld-
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freien Fall. Die Heisenberg-Bewegungsgleichung fiir die k-te Impulskomponente
ist
ﬁjﬁk =1 {ﬁd,mk] = Céék.

Damit spielt ¢, die Role eines Geschwindigkeitsoperators in 4-Dimensionalen
Diracraum. Wir benutzen aj=",7y; und fir Diracalgebra und finden

hatdk =1 [H, dk} =2 (zmﬁ/k — a’klﬁl)

wobei &kl:% [9%, 41] ist. Wir bendtigen jetzt ein wenig Diracalgebra (Beweise
teilweise Ubungsblatt): Die Gamma-Matrizen vy, =y, ausgeschrieben also

. 0 —6% _
’yk—(a_k 0 ) k=1,2,3

multiplizieren sich klarerweise zu {4,,%,} = QQWi unter Zuhilfenahme des
metrischen Tensors. Damit ist 6, = 0 und fir k # [

R ca A om O
Ukll’)’k’nzeklm( 0 & )

ist. Wir wiirden jetzt gerne die aMatrizen herausziehen. Das funktioniert,
wenn wir zundchst untersuchen &y Hp. Dies liefert uns, basierend auf dem An-
tikommutator zwischen den ¢, den Ausdruck

NS A A . . . o 0
arHp = mc2anAo + chlakal = —mcA, + cpr, + zcz €kim ( 6” )

om
l
Damit erhalten wir R
oy = 2i (ﬁk - dkH)
Fiir die Zeitabhéngigkeit der Geschwindigkeit integrieren wir ein mal
() = G, (0) e 21 4 epy A1,

Und noch einmal integriert
N 1 N N e
Br(t) = @ (0) + P A + SiheH ™! (@k(o) - cﬁkH_l) (e_zth/h - 1)

Die ersten beiden Terme entsprechen einem leicht korrigierten relativisti-
schen Teilchen (beachten Sie dass im nichtrelativistischen Limes H~ (mc?)~1L.
Interessant ist der letzte Term, der schwingt auf einer Energieskala, die durch die
Energieeigenwerte gegeben ist, also etwa auf einer Léngenskala der Compton-
wellenldnge, aber nur, wenn das Wellenpaket Teilchen- und Antitelichenanteile

hat - sonst gibt das nur eine globale Phase.
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3.6 Kleinsches Paradox (nicht behandelt)

Im kleinschen Paradox behandeln wir die Transmission durch eine Barriere. Der
Einfachheit halber, beschreiben wir massenlose Fermionen (z.B. Neutrinos). In
diesem Fall entkoppelt die Diracgleichung in zwei Gleichungen fiir nichtrelati-
vistische Spinoren und wir haben fiir Teilchenpropagation in x-Richtung

((}xﬁx + V) 1/) = E¢

Wir wihlen eine Potenzialstufe V(x) = Vp0(x) ausgedriickt durch die Hea-
visidefunktion. Die Eigenzustinde mit positiver Helizitdt konnen geschrieben

werden als
) 1 » -1 .
Ae’px< ) > + Ale W( ) ) fir <0
Y(z) =

. 1
Bem< L ) fir x>0

wobei k = Vy — E ist. Die Wellenfunktion ist nur stetig, wenn A = B und
A’ = 0 ist. Mit anderen Worten, die Barriere kann den Spin nicht drehen. Damit
ist der Reflexionskoeffizient =0 und die Transmission =1. Interessanterweise
findet man &hnliche Ergebnisse im massiven Fall.
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Teil 11

Statistische Mechanik fiir
Fortgeschrittene
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Kapitel 4

Phasenubergange

4.1 Allgemeines

4.1.1 Gebrochene Symmetrie

Ein Phaseniibergang ist eine makroskopische Zustandsanderung. Wir behandeln
also den kollektiven Zustand eines formal unendlichen, praktisch aus O (1023)
Teilchen bestehenden System. Kennzeichnend fiir einen Phaseniibergang zwei-
ter Ordnung ist es, dass diese Zustandsdnderung stetig erfolgt, die Symmetrie
des Zustands sich aber schlagartig &ndert. Was meinen wir damit? Der Zustand
des Systems ist unter hoherer Temperatur / niedrigerem Druck ungeordnet und
ordnet sich bei Temperaturabsenkung, Druckerhfhung. Diese Ordnung charak-
terisieren wir durch einen Ordnungsparameter 7, dessen Erwartungswert in der
ungeordneten Phase einen verschwindenden Erwartungswert hat, in der geord-
neten einen nichtverschwindenden. Die geordnete Phase hat damit eine ernied-
rigte Symmetrie - der Erwartungswert des Ordnungsparameters zeichnet eine
Richtung aus, die dann nicht mehr Teil der Symmetriegruppe ist. Wir nennen
die ungeordnete Phase darum auch die symmetrische Phase.

In einem Phaseniibergang 1. Ordnung nimmt der Ordnungsparameter so-
fort am kritschen Punkt einen nichtverschwindenden Erwartungswert an, bei 2.
Ordnung startet er stetig bei null.

Ein Beispiel fiir 1. Ordnung ist der fest-fliissig-Ubergang. Die gebrochene
Symmetrie ist die kontinuierliche rdumliche Translations- und Rotationssyme-
trie, die durch eine diskrete Gittersymmetrie ersetzt wird. Wir kénnen z.B. die
Vorfaktoren der Bragg-Reflexionspeaks als Ordnungsparameter ansehen, formal
ausgedriickt durch die rdumlichen Fourierkomponenten der Dichte. Wenn wir
Wasser zu Eis frieren wissen wir, dass das Eis sofort kristalline Struktur hat.
Wir wissen auch, dass der Ubergang latente Wirme hat - wir kénnen lange am
Ubergang bleiben und miissen dem System Wirme zufithren, bis der Phasen-
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iibergang geschaflt ist. Das bedeutet formal, dass die Warmekapazitét

oU
&= (aT>P

eine Singularitdt hat. Aufgrund dieser latenten Warme konnen Sie Thr Ge-
trank mit Eiswiirfeln auf Temperaturen nahe des Gefrierpunkts halten.

Ein Beispie fiir einen Phaseniibergang 2. Ordnung ist der Para-Ferromagnet.
Der Ordnungsparameter hier ist die Magnetisierung M , die gebrochene Symme-
trie ist die Rotationssymetrie um Achsen, die nicht zu M parallel sind. An der
Curietemperatur ist die Magnetisierung zunéchst null, wéchst dann aber bei
weiterer Kiihlung. Die Zustandsidnderung ist also kontinuierlich, es tritt keine
latente Wirme auf und die Warmekapazitét bleibt endlich (kann aber springen).
In diesem Kapitel werden wir uns auf Phaseniibergéinge 2. Ordnung konzentrie-
ren.

4.2 Ginzburg-Landau-Theorie

Wir starten mit der Beschreibung von Phaseniibergidngen 2. Ordnung mittels
der phdnomenologischen Ginzburg-Landau-Theorie. Ginzburg-Landau-Theorie
ist breit anwendbar, beruht letztlich nur auf dem Konzept von Ordnungspara-
metern und gebrochener Symmetrie, und ist dennoch erstaunlich erfolgreich.

4.2.1 Ansatz: Sprung in der Warmekapazitat

Wir beschreiben das thermodynamische System in der Ndhe des Phaseniiber-
gangs durch ein thermodynamisches Potenzial, die freie Enthalpie ® (T, p, n). Die
Stetigkeit des Phaseniibergangs erfordert, dass am kritischen Punkt (7%.(p), p)
der Ordnungsparameter verschwindet n — 0. Damit kénnen wir eine Taylorent-
wicklung aufschreiben

@ (T,p,n) = P (Te, P.) + an + An® + Cn® + Bn.

Die Koeffizienten dieser Entwicklung héngen alle von Temperatur und Druck
ab. Wir diskutieren Thre Bedeutung im Folgenden.

Der Term ®( beschreibt den Beitrag zur freuen Enthaltpie, die nicht vom
Phaseniibergang abhéngt. Zur Diskussion des linearen Terms untersuchen wir
das Minimum von ®

%(717) =a + 247+ 3Cn* +4Bn® = 0. (4.1)

Wenn a # 0 ist, ist 7 = 0 niemals ein Extremum und darum tritt kein
Phaseniibergang auf. Also ist a = 0. Damit ist n = 0 immer ein Extremum. Die
Zweite Ableitung ist

0% 9
—— =24+ 6Cn+12Bn
on?
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Damit haben wir ein Minimum bei @ = 0 wenn A > 0 ist, fiir A < 0 ein
(lokales) Maximum. Die kritische Temperatur ist damit durch einen Vorzeichen-
wechsel beschrieben und wir kénnen ansetzen

A=a(p) (T —Tc(p))-

Ferner fordern wir, dass am Ubergangspunkt 7' = T, immer noch ein Ex-
tremum, und zwar das Einzige, bei n = 0 liegt. Darum ist C.(P,T) = 0 und
B.(P,T) > 0. Um eine ganze Linie von Phaseniibergéingen zu erhalten, muss so-
gar C' = 0 {iberall sein. Da die Temperatuabhéngigkeit von B auch i.A. schwach
ist, finden wir also fiir einen Phaeniibergang zweiter Ordnung

®(T,p) = ®o (P,T) + a(P) (T —T.)n* + B(P)n* A,B>0.

In dieser Version suchen wir wieder fiir Extrema in der unsymmetrischen Pha-
se durch Losen der enstprechenden Version von Gl. (4.1) und finden 7? =
55 (T'—1T,) . Die Entropie ist dann

0P 2

a
S__87T —So-l‘@(T_Tc)
und damit die Warmekapazitét
08 a7,
O =150 =Cnt 55

Die Warmekapazitét bleibt also endlich, ist aber nicht stetig sondern springt.
Andere Antwortkoeffizienten springen ebenfalls auf der gleichen Grundlage. Wir
bezeichnen mit AO den Sprung von Obersvable O am Ubergangspunkt. Volu-
men und Entropie sind stetig, AS, AV = 0. Wenn wir beide Gleichungen nach
der Temperatur entlang der Ubergangskurve differenzieren, also P.(T') verwen-
den und die Kettenregel ensprechend anwenden, so haben wir

OV AP (VN ] (VY . (O
0=2{(or), (), ) =2 (o) 2 (),

was den Sprung des thermischen Ausdehnungskoeffizienten mit dem der
Kompressibilitdt verkniipft. Fiir die zweite Gleichung benutzen wir die Max-

wellrelation
o8\ __ (v
oP),  \oT ),

AC, , ov
s ()
Ahnliche Relationen lassen sich bei konstantem Volumen zeigen und werden
als Ubungsaufgabe behandelt.
Wir sehen, dass die ®- Landschaft am Ubergangspunkt sehr flach wird und
damit das System sehr empfindlich gegen Fluktuationen. Dies fiihrt zur Fluk-
tuatonstheorie von Phaseniibergéngen, die wir spater behandeln.

und finden

=0.
P
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4.2.2 Phaseniiberginge in einem dufteren Feld

wir nehmen jetzt an, dass ein dufseres Feld h an den Ordnungsparameter an-
koppelt, z.B. ein magnetisches Feld an die Magnetisierung eines Ferromagneten,
durch einen Stérhamilton der Form H = —nhV. Das Volumen taucht auf, um
von einer lokalen auf eine extensive Grofie zu kommen - denken Sie an die Volu-
menintegrale in Hamiltonoperatoren in der zweiten Quantisierung. Damit muss
der Gleichgewichtswert sein

OB (P, T, h)

Y=k

Damit dies gewéhrleistet bleibt, ist das ergédnzte GL-Funktional jetzt
O =y +a(T —T.)n*+ Bn* —nhV. (4.2)

Wir kénnen wieder geméf Gl. (4.1) eine Kurvendiskussion durchfithren und
finden als Bedingung fiir das Extremum

2a (T — T.)n+4Bn® — hV = 0. (4.3)

Diese kubische Gleichung konnten wir mit Cardanis Formel 16sen. Wir in-
teressieren uns hier aber nur fiir kleine n und finden fiir das Extremum n =
hV/2a(T — T¢). Auch kleine Felder fithren also zur Symmetriebrechung und
induzieren einen Ordnungsparameter schon oberhalb T,. Erst weiter weg vom
Phaseniibergang entsteht dann innere Ordnung durch den Term vierter Ord-
nung. Wenn wir dieses feldinduzierte Extremum mit dem Nullfeldextremum

vergleichen, also
hV

2a(T —T,) 2B

setzen, so erhalten wir, mit der Abkiirzung t = T'—T,, dass der Phaseniibergang
verschmiert ist iiber ein Temperaturintervall |t| ~ h?/3B1/3V2/3 /a. Wir wollen
nun die Funktion f(n) = 2atn + 4Bn?, diskutieren, die also mit AV gemif
Gl. (4.2) geschnitten werden muss, diskutieren. In der symmetrischen Phase,
t > 0, ist sie monoton wachsend und es gibt genau eine Losung von (4.3), die im
Wesentlichen durch den feldinduzierten Wert gegeben ist. In der symmetrischen
Phase, t < 0, ist f(n) nicht monoton und kann als kubische Parabel einen oder
drei Schnittpunkte mit AV haben, je nach Wert. Die zusétzlichen Schnittpunkte
bei kleinem Feld h entspricht dann der normalen geordneten Phase. Die Grenzen
dieses Intervalls sind durch die Extrema von f (1) gegeben, also durch

(T-T)

at

0=2at+12Bn?> =n, =+
at + n Ne “G6B’

Durch Gleichsetzen der f

f(n hV erhalten wir damit als Feld, iiber den
der Ubergang verschmiert ist, h..

(2)V/2 ldr?

)

Wenn wir diese Kurve kippen
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(Zeichnung Tafel) sehen wir leicht, dass dort (%)T ist. Wir differenzieren GI.
(4.3) nach h und erhalten

_ (0 21 (On) (22
V:_( h>T[mu+Jan}._<6h)T<an2 - (4.4)

Da in dieser Gleichung die linke Seite positiv ist ist, im Bereich des ver-
gj}f) < 0 und damit ist dieser Bereich instabilt. Damit
zeigt der Ubergang Hysterie und Phasengleichgewicht- er wird zum Ubergang
erster Ordnung.

Die Einfiihrung eines dufieren Feldes ermdglicht die Diskussion der linearen

Suszeptibilitat
= (5i)
oh T,h—0

Diese Grofe haben wir oben, in Gl. (4.4) ausgerechnet und finden

schmierten Ubergangs (

=1 2at
X7 080 2at 1 12Bn?

14 2 furt >0
—ﬁ firt >0

Wobe wir am Ende die Werte des Ordnungsparameters fiir 1 — 0 eingesetzt
haben. Am Phaseniibergang, t—0 divergiert darum die Suszeptibilitét.

4.2.3 Fluktuationen des Ordnungsparameters

Wir haben bislang aus dem GL-Funktional den Ordnungsparameter durch Mi-
nimierung gefunden. Wir haben aber auch festgestellt, dass ® als Funktion
von 77 am Phaseniibergang flach wird und damit Platz fiir Fluktuatonen liefert.
Wir wollen nun einerseits diskutieren, welche Konsequenzen dies innerhalb der
Ginzburg-Landau-Theorie hat, und dann, wie dies deren Limitationen aufzeigt.
Ein thermodynamisches System fluktuiert um A® aus seinem Gleichgewichts-

punkt heraus mit Wahrscheinlichkeit w o exp (—%) . Wir linearisieren A®

als
AD—L (- )2
T G2 ksl
Hier haben wir Gl. (4.4) eingesetzt und bezeichnen den Mittelwert des Ord-
nungsparameters als 7. Damit ist das Fluktuationsquadrat

2 TCX 1
<Mm>—vcg
Die Proportionalitdt zwischen der Schwankungsbreite und der Suszeptibilitét
ist ein Spezialfall des Fluktuations-Dissipations-Theorem, das wir am Ende der
Vorlesung noch behandeln werden. Aufgrund der oben gefundenen Divergenz der
Suszeptibilitdt divergieren also auch die Fluktuationen des Ordnungsparameters
wie erwartet.

a%) _ =0’V
P,T
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Wir interessieren uns jetzt dafiir, wie die Fluktuationen raumlich strukturiert
sind. Wir definieren darum ein lokales thermodynamisches Potenzial 2. Klarer-
weise konnen Teilchen zwischen den verschiedenen Orten diffundieren und damit
ist die lokale Teilchenzahl variabel. Darum ist das lokale Potenzial grofkanonisch
Q (u, T,n). Wir konnen dies entwickeln a la Ginzburg-Landau.

Q=0 + atn® + bn* — nh.

In einem inhomogenen Medium sind all diese Grofen ortsabhéngig. Wir
interessieren uns allerdings nicht auf die Ortsabhéngigkeit auf atomaren Ska-
len, sondern relativ langwellig, und entwickeln darum in der Ortsableitung. Die
ersten Ortsableitungen f (1) ggz koénnen wir in Oberfldchenintegrale iiberfiihren.

Die fiihrenden Glieder sind damit zweiter Ordnung, also von den Formen

oy on on
n@xiaxj al'l 8:5]- ’

Durch parzielle Integration kénnen wir die erste Form in die zweite iiberfiih-
ren. Aus der zweiten miissen wir einen Skalar bauen, da ja €2 insgesamt ein Skalar
ist, d.h., wir finden eine Matrix g;;s0 dass der Beitrag zur GL/Entwicklung die
Form 3 gik%%. Diese Matrix muss mit der Symmetrie des zugrundeliegen-
den Gitters kompatibel sein. Wir beschrianken uns auf den Fall eines kubischen
Gitters ohne Vorzugsrichtung. Dort ist keine Richung ausgezeichnet, g;x = gd;x
und wir finden darum fiir die Entwicklung des lokalen thermodynamischen Po-

tenzials in einem homogenen Medium
Q = Qo + atn?® + bn* + g (Vn)? — nh.
Der Vorfaktor g bezeichnet eine Steifigkeit gegeniiber raumlichen Fluktua-

tionen und muss, damit der homogene Zustand stabil ist, positiv sein, g > 0.
Wir erhalten das totale thermodynische Potenzial als

Qtot = /d3’f‘ Q.

Zur Analyse von Fluktuationen machen wir den gleichen Ansatz wie oben
mit Q¢ statt dem kanonischen ®. Die Enwicklung nach kleinen Fluktuationen
in der symmetrischen Phase ist

AQyor = / d*r [ath +g (vn)ﬂ :

Zur Auswertung der Wahrscheinlichkeitsdichts entwickeln wir die Fluktua-
tionen in eine Fourierreihe

n=> me*T n=n:
B
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wobei die zweite Relation der Tatsache geschuldet ist, dass 7 reell ist. Der
Gradient ist dann R
Vn = ’LZ kngelkr.

E
Damit k;nnen wir die Fluktuation entwickeln als

AQior = VZ (gk2 + at) |r],;’2
E

Dies konnen wir in die Boltzmannverteilung einsetzen

1 1% 2
sz exp —kB—T (gk2—|—at) |n,;|

Damit sind die verschiedenen 7;: unabhéngig, die Wahrscheinlichkeit fakto-
risiert, und wir kénnen herleiten, dass .

<’ A q|2> . r
"R ) T oV (gk? 1 at)
Wir sehen, dass am Phaseniibergang, ¢ — 0 in der Tat die Fluktuationen fiir

k ~ y/at/g anwachsen, also immer langwelliger werden. Wir interessieren uns
jetzt fiir die Korrelation der Dichtefluktuationen als Funktion des Abstandes

— — —

r=nTr T9

G(F) = (An () An (7)) = 3 (Any, Angy) e!17 4027

kika
Z <|Ank\2> kT

k

wobei wir im letzten Schritt auf Relativkoordinaten {ibergegangen sind. Wir
kénnen jetzt unseren Erwartungswert einsetzen und das Kontinuumslimit neh-
men

_ Vv 3. k-7 T
G = (27T)3/d b S e T aty

Dieses Fourierintegral ist ganz typisch bei Korrelationsfunktionen. Wir gehen

in Kugelkoordinaten im k-Raum und benutzen als Polarwinkel 6 den zwischen
k und 7. Wir integrieren iiber ¢ und haben als Zwischenergebnis

T [ k2 ! ikrcoso 1T [ ksin(kr)
Gm—m/o dkm/_ldcosee —ﬁ/ ket at

Wir erkennen, dass der Integrand eine gerade Funktion von k ist, konnen
also das Integrationsintevall von -conach co ziehen und die komplexe Exponen-
zialfunktion zum Einsatz bringen

G@—ilm/wM—JQwW
 4rm2 oo gk Hat
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Dieses Integral kann durch einen Halbbogen per Residuensatz geschlossen
werden. Da per Konstruktion in Kugelkoordinaten r > 0 ist, schliefen wir in

der oberen Halbebene. Dort gibt es einen Pol bei k=ir, ! = i,/ %t. Das Residuum

dort ist e~7/"¢ /2g. Wir erhalten also insgesamt

_ Te —r/re
G(F) = 87rgre .

Die Grofe 7. heifst Korrelationslange der Dichtefluktuationen. Dieser wéchst
klarerweise mit ¢t~'/2 am Phaseniibergang. Eine analoge Diskussion lisst sich
auf der anderen Seite des Phaseniibergangs durchfithren. Diese kritischen Fluk-
tuationen entstehen dadurch, dass sich die ordnende Wechselwirkung und die
unordnenden thermischen Fluktuationen die Waage halten. Bei T' > T, werden
Fluktuationen durch das Warmebad abgeschnitten, bei T' < T, durch die Wech-
selwirkung. Bei T' ~ T, halten sich diese beiden komplemntéren Mechanismen
in Schach - die Ordnung ist weich genug und die thermischen Fluktuationen
schwach genug.

Diese Diskussion erlaubt es, das Giiltigkeitstheorie der Ginzburg-Landau-
Theorie aus dieser heraus zu bestimmen. Schlieflich beruht die Theorie darauf,
dass die Entwicklung von €2 in vierte Ordnung eine gute Néherung darstellt. Ins-
besondere sollten die Fluktuationen von 7 kleiner, als der Erwartungswert sein.
Wir schétzen die Fluktuationen dadurch ab, dass wir den rdumlichen Durch-
schnitt iiber eine Kugel vom Volumen r? zu T.x/r? ab und vergleichen mit
n? = % Wir erhalten darum eine Abschiitzung
T2b?
agd

t] >

Damit ist die Ginzburg-Landau Theorie zwar in der Ndhe, aber nicht unmit-
telbar am Phaseniibergang giiltig. Wir werden spéter analysieren, unter welchen
Bedingungen genauere Theorien die Vorhersagen von GL bestétigen, wann man
korrigieren muss, und wie das geht.

4.2.4 Ginzburg-Landau-Hamilton

Die Darstellung von w durch 2 motiviert dazu, diese Grofie als effektiven Ha-
miltonoperator des Systems, ausgedriickt nur durch thermodynamische Variable
anzusehen

Heg = /d?’r [atn2 + byt + g (Vi) — hn} .
Damit erhalten wir als Zustandssumme den Pfadintegralausdruck

Zn = /Dn e~ Hert/kBTe ) — —kpTlog Z.

Wir sehen, dass die Ginzburg-Landau-Theorie gerade dem Sattelpunkt die-
ser Theorie entspricht - dieser entsteht durch die Minimierung von H.g nach
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1. Der Clou ist jetzt aber, dass wir jetzt auch den Fluktuationsbeitrag konsis-
tent auswerten konnen, indem wir die Sattelpunktsndherung einschliefslich des
semiklassischen Fluktuationsbeitrags auswerten. Wir ndhern also

A N 1
HQH:HGL+§/dD7“ dPr'n (F)H (7, 7)) n (7).

Hier haben wir die Theorie auf Dimension D verallgemeinert, was uns nach-
her zu einer wichtigen Schlussfolgerung fiihren wird. Hgy, entspricht der Dich-
te von Hog am Ginzburg-Landau-Wert 7. Der Fluktuationsbeitrag ist gegeben
durch -

0°H,
H (7)) = s el
on () 6 () ="
Im Fall unseres Systems ist die Physik lokal und wir haben

H(7,7) = (=VZ+at + 12bn) 67 (7 — ).

Wir folgen den Regeln der Gauss-Pfadintegration, die wir schon vorher her-
geleitet haben, in der ist

/Dw exp (—; /dDr dPr’ o (7)1 (7, 7)) (F’)) o (detH)'/? = exp (—;Tﬂog%>

Wir miissen also die Spur des Logarithmus einer iiber einen Differenzialope-
rator definierten Funktion ausrechnen. Zuerst einmal lernen wir, die Spur einer
Funktion fzu berechnen als

Tef = /dDr [ = /dDr dPr'§P) (7 — ) f (7 — )

wobei wir annehmen, dass f translationsinvariant ist, also nur iiber die Dif-
ferenz der Argumente geschrieben werden kann. Jetzt setzen wir die Fourierdar-
stellung des Diracdelta ein und finden

dPq
(2m)”

hier haben wir in der letzten Integration Schwerpunkts- und Relativkoordi-
naten eingefiihrt und die Integration {iber den Schwerpunkt auf das Volumen
V' beschrankt. Mit dieser Fourierdarstellung bekommen wir auch die Differen-
zationen in H im Griff und erhalten
Trl o qu 2 _2
T ongV/ 2m)? log (¢° + ot + 12b77°)

F(@

Tef = /dDr dPy’ dq (2m)" P T g (7 i) = V/

Als Kunstgriff multiplizieren wir den Fluktuationsterm mit einem Term A,
der es uns ermoglicht, Ordnungen in der Fluktuationskorrektur bequem zu zah-
len. Am Ende setzen wir A=1.Hiermit kénnen wir direkt die freie Enthalpie
ausrechnen als

v
Q= —kpTlog Z = H [ncL] + §Tr10g’H.
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Davon wollen wir direkt den Ordnungsparameter ausrechnen als n = o2 _

T Oh
77+ O (A) . Damit kénnen wir zerlegen

Hesr (nar) = Hest (n) + (Hest (1) — Hest (1))

Der Term in Klammern ist von Ordnung A? aufgrund er Ginzburg-Landau
Minimierungsbedingung. Darum diirfen wir in O ()\2) fiir das Gibbs-Potenzial
in n schreiben

A d"q 2 - 2
Q:Heﬂv(n)—i-—/ 5 log (¢ + at + 12b7) + O (X?) .
2/ (2m)

Daraus berechnen wir jetzt wieder das konjugierte Feld

1 09
h=—— =atn+ Bn>+12)\b
T atn + Bn® + n/

dPq 1

(2m)" ¢ + at + 12bn?

und daraus die Suszeptibilitat

1 8h) / g 1 )
P X (an =0 (27T)D q2 + ot ( ) ( )

Wir sehen, dass die Entwicklung hier in Wirklichkeit eine Entwicklung in
der Nichtlinearitdt B ist und konnen wieder A\ = 1 setzen. Es ist also Gl. (4.5)
eine Storungsentwicklung von p in B. An der kritischen Temperatur divergiert
die Suszeptibilitat, d.g. wir haben dort

dPq 1
t. + 12b — =0. 4.6
atet / (2m)? & + at, (4.6)

Dies ist eine implizite Gleichung fiir ¢., also die Verschiebung der kritschen
Temperatur gegeniiber dem Wert aus der Ginzburg-Landau-Theorie. Wir sehen
ohne weiteres, dass t. < 0, was konsistent damit ist, dass Flutuationen das
Ordnen des Systems erschweren. Dies ist die niedrigste Stérungstheorie und wir
kénnten erwarten, dass wir immer weitere Korrekturen ausrechnen kénnen. Das
ist nicht so einfach - wir werden gleich sehen, dass die Angelegenheit in vielen
Féllen leider divergiert. Um dies zu analysieren, subtrahieren wir (4.6) von (4.5)
und erhalten

dPq 1
pal=td <1 " 1%/ 2m)P (¢ + at) (¢* + O”fc)> '

In der Nédhe des Phaseniibergangs konnen wir im Sinne unserer Stérungs-
theorie im Integral at = p und at. = 0 setzen und erhalten damit

dP 1
p=alt—t) <1+12b/ (%)quz(qup)) .
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Dieses Integral ist sehr aufschlussreich. Wir sehen zuerst, dass es fiir D < 2
divergiert, d.h. in zwei und weniger Dimensionen ist Ginzburg-Landau nicht
einmal ein guter Anfang der Stérungstheorie, der GL-Zustand wird durch Fluk-
tuationen zerstort. Wir substituieren ¢’ = ¢,/p und erhalten

dPq 1
=a(t—t.) |1+ 12b / .
p=alt—te) < P] emP % (@®+ 1))

Das Integral ist jetzt einfach ein numerischer Parameter Sp der eben fiir
D > 2 definiert ist. Fiir D > 4 bleibt alles endlich selbst fiir p — 0. Wir 16sen

p=al(t—t.) (1 + 12BSDp¥>

und bekommen eine kleine Korrektur fiir D > 4. Selbst die Proportionalitit
x « (T ~T.)"" bleibt. Wenn wir bei D < 4 den Parameter p herunterdrehen,
also zum Phaseniibergang gehen, dann explodiert die Korrektur und GL wird
falsch.

Warum haben wir uns so lange mit Ginzburg-Landau beschéftigt, wenn es
doch so falsch ist- die Raumdimension ist ja doch D < 3 7 Nun, wir haben uns
auch auf ein Modell mit einem skalaren Ordnungsparameter und kubischer Sym-
metrie gehalten. Im allgemeinen ist die kritische Dimension bei einem anderen
Wert. In Supraleitern, z.B., wird die Eichsymmetrie gebrochen und Ginzburg-
Landau ist sehr zuverléssig.

4.3 Skalenhypothese

Erniichtert iiberlegen wir uns, was denn eine allgemeingiiltigere Theorie von
Phaseniibergéngen zweiter Ordnung leisten miisste. In das nun folgende flie-
fen ein: Empirische Beobachtungen an Phaseniibergdngen, Erfahrungen mit der
Ginzburg-Landau-Theorie, Ergebnisse von Modellen wie z.B. dem Isingmodell,
an denen wir theoretische rigoros Phaseniibergénge studieren kénnen. Was wir in
all diesen Fallen sehen ist, dass weiterhin die Suszeptibilitdten einschliefslich der
Ableitung der Warmekapazitat sowie die Korrelationslédnge als Funktion des Ab-
stands des Phaseniibergangs divergiert, und zwar mit einem Potenzgesetz. Wir
formulieren diese Skalenhypothese jetzt fiir den Fall, dass die Warmekapazitét
gegen unendlich geht.

Dies bedeutet, dass die Entropie als S = S (T, P — P. (T)) dargestellt werden
kann, also implizit die Phasengrenze enthélt. Mathematisch ist die Skalenhypo-
these, dass die Ableitung nach dem Druck an der Phasengrenze gegen unendlich
geht. Wir finden damit

95N _ (95 prinee _(OV) _ (98
ar), - \op), ¢ "% or ), \orP),

Hier kennzeichnen wir die Ableitung nach dem Argument miot einem Strich
und konzentrieren uns auf den singuléren Term - der nicht-singuldre Beitrag
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entspricht dem Cpg aus der Ginzburg-Landau Theorie. Die zweite Identitét ist
eine Maxwellrelation. Damit kénnen wir schreiben

ov

Cp=T.P, <) + n.sg.
oT ) p

also ist die Divergenz des thermischen Ausdehnungskoeffizienten die gleiche,
wie die der Wirmekapazitiit. Analog konnen wir (siehe auch Diskussion iiber
die Spriinge verschiedener thermodynamischer Grofen) kénnen wir zeigen

oV (VY v Cron
(8P>T+n.sg.<8T>PTCTCTC.

Damit kénnen wir zeigen, dass C, nicht einmal einen Sprung hat wihrend die
isotherme Kompressibilitéat divergiert. Der Kern der Skalenhypothese ist nun wie
folgt: Wir nehmen an, dass Cp o [t|”“. Den (nicht notwendigerweise ganzzah-
lingen) Exponenten « nennen wir kritischen Index. Aus dem gerade gesagten be-
stimmt der auch eine Reihe weiterer Skalengesetze. Fiir den Fall von Ginzburg-
Landau divergiert nur die Ableitung, d.h. wir haben in diesem Fall o = 0. Der
Ordnungsparameter wichst mit einem Potenzgesetz n (—t)’@ fir ¢t < 0 und
B > 0. In Ginzburg-Landau war 8 = 1/2. Die Fluktuationen kénnen wir wie
oben durch eine Korrelationslinge beschreiben, mit Skalenverhalten r. oc [t|™”
wobei v > 0. Fiir die Korrelationsfunktion haben wir G(r) o« r~(P=2+¢ als
rdumlcihe Abhéngigkeit. Weitere kritische Indizes ergeben sich in der Antwort
des Systems auf dufere Felder. Hier miissen wir, sieche Diskussion innerhalb von
GL, uns entscheiden ob wir im bereich schwacher Felder, h < h; oder h>h;
sind, wobei h; das oben diskutierte Koerzitivfeld ist. Fiir schwache Felder ha-
ben wir eine Skalenhypothese fiir die Suszeptibilitiit y oc [t|”” . Fiir starke Felder
hingegen konnen wir Skalenhypothesen Cp oc h=¢ , 17 o< h'/% und r, oc h=H.
Wir haben nun eine Reihe von Skalenhypothesen hingeschrieben und vorher
diskutiert, wie eine Skalenhypothese mehrere Grofien beschreibt. Dies legt na-
he, dass unsere Hypothesen wohl nicht unabhingig sind. Wir wollen nun eine
Reihe solcher (exakter) Relationen diskutieren. Wir erinnern uns, dass durch
das Einschalten eines dufseren Bereichs der Phaseniibergang “verschmiert” wird
(im Sinne der Erzeugung einer Hysteresekurve), der beschrieben wird durch
Nind =~ Nsp. Dies konnen wir durch Skalenhypothesen ausdriicken und finden
h \t|’6 *7. Andererseits kann man die Verschmierung dadursch beschreiben,
dass der Feldanteil des thermodynamischen Potenzials —Vnh von der Grofen-
ordnung des Thermischen Gliedes ist. Letzteres kénnen wir beschreiben als
0%®

Der Vergleich der sntsprechenden Skalenhypothesen liefert h o |t|27°‘76 .
Damit kénnen wir h substituieren und bekommen a+28++v = 2. Am Rand dieser
Verschmierungszone kann man jede thermodynamische Grofe gleichwertig durch
Temperatur und Feld ausdriicken, also haben wir dort 7 o [t|” oc h'/9. Mit dem
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oben gefundenen h ergibt sich 86 = 8 + . Fiir zwei gleiche Darstellungen der
Wérmekapazitét erhdlt man e (8 + ) = a. Interessanterweise konnen wir also
die kritischen Indizes schwacher und starker Felder miteinander verkniipfen.
Ahnliches kénnen wir auch fiir den Korrelationsradius zeigen mit (8 + ) = v.

Einen weiteren Typ von Relationen erhélt man aus der Diskussion des Kor-
relationsradius r.. Wir betrachten den Mittelwert der Fluktuationen des Ord-
nungsparameters An iiber ein Volumen V und schétzen ab

(@n?), =5z [ @i drs o) an @) = [ 6

Die linke Seite konnen wir abschétzen als T.x/V o [t|”7. Auf der rechten
Seite integrieren wir iiber ein Raumgebiet vom Volumen o< r? auf dem die
Korrelationsfunktion von null verschieden ist, und dort ist sie nach Definition
x re P72 also ist die rechte Seite o r27¢ |t\_”(2_<). Damit haben wir
v (2 — () = ~. Fiir unsere acht Indizes haben wir also fiinf Gleichungen, damit
bleiben nur drei unabhéngige Indizes iibrig.

Die Skaleninvarianz ldsst sich in die Thermodynamik integrieren, indem man
die funktionellen Abhéngigkeiten verschiedener thermodynamischer Funktionen
macht. Fiir den Ordnungsparameter haben wir z.B.

_41/s t
n_h/f<h1/66,t

wobei f eine beliebige Funktion ist. Das erste Argument von f muss diese
Form haben, weil es so die Regimes starker und schwacher Felder korrekt gegen-
einander abgrenzt. Obwohl am Phaseniibergang ¢ immer klein ist, durchlauft
das erste Argument die gesamten reellen Zahlen aufgrund der h-Abhéngigkeit.
Das zweite ist am Phaseniibergang klein, so dass der Hauptteil sogar durch die
einparametrige Version n = h'/%f (th_l/fg‘s,O) gegeben ist. Um das Hochfeld-
verhalten richtig zu bekommen geht lim,_,o f(z,0) = const. Aufferdem l&sst

sich zeigen, dass sich f (x,0) nach ganzen Potenzen von x entwickeln ldsst. In
B

schwachen Feldern und bei ¢ < 0 haben wir nach Ansatz n « (—t)” und bei
t > 0ist =~ yh oc h|t|”7. Damit ist fiir # — oo asymptotisch f(x) oc 277 und
fiir x — —oo asymptotisch f(x) (—x)ﬁ . Ganz analog konnen wir auch einen
Ansatz fiir die Korrelationsfunktion der Form

g (rt”
G(r,t) = Td(72+2“

machen.

Diese Potenzhypothesen gehen auf das tiefere Konzept der Skaleninvarianz
zuriick, das den kritischen Zustand beschreibt. Wir sehen, dass in der Nahe des
Phaseniibergangs zwei Léngen eine zentrale Rolle spielen: Die Korrelationslan-
ge r. und die charakteristische Lénge ry , die eine Volumen beschreibt in dem
die mittlere quadratische Fluktuation des Ordnungsparameters mit dem Gleich-
gewichtswert vergleichbar wird. Die Landau-Theorie ist klarerweise anwendbar
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wenn r. > ro ist (Ubung: Aus den Skalengesetzen explizit nachrechnen). Bei
t — 0 wéchst r¢ schneller als . und werden vergleichbar. Dann bleibt rg ~ r,
so dass r. die einzige Lénge ist. Es gibt damit aufferhalb des Landau-Gebiets
keinen kleinen Parameter.

Zur Abschiitzung der Fluktuationen im Volumen V oc 72 gehen wir an die
Grenze der GL-Region und haben damit die Bedingung n? ~ An? = T.x/V.
Durch Einsetzen der ganzen kritischen Indizes erhalten wir vD = 2 — a. Damit
gibt es nur zwei kritische Indizes.

Wir formulieren jetzt die Forderung der Skaleninvarianz in einer etwas klare-
rern mathematischen Form. Unser Gedankenexperiment ist die Skalierung aller
Léngen um einen gemeinsamen Faktor » — r/u. Die Hypothese der Skaleninva-
rianz sagt dann, dass wir alle anderen, nicht-geometischen Gréfen des Systems
so umskalieren konnen, dass die Beziehungen der Theorie ungeéndert bleiben.
Dies geschieht nach den Formeln

t = tut h— hu®r g — pun

die Parameter A, nennt man die Skalendimensionen der Groéfe x. Um die
Skalierung der Fluktuationen invariant zu lassen skaliert 7. — r./u. Das Ska-
lengesetz des Korrelationsradius ist bei h = 0 gerade r. o t~% wihrend bei
T = 0 gerade o< h™*. Damit haben wir gezeigt, dass A; = 1/v und Ay = 1/p.
Zur Diskussion von A, betrachten wir die Anderung des thermodynamischen
Potenzials unter infinitesimalen Anderungen des Feldes. Wir benutzen die Be-
obachtung, dass nV und h ein thermodynamisch konjugiertes Paar bilden und
schreiben

d® = —Vndh.

Das Volumen skaliert mit «”, d.h. Invarianz von d® impliziert Vu~Pnu®n dhu™r =
Vn dh liefert A, = d — A, = d — 1/p. Die kritischen Dimensionen sind also
durch andere kritische Indizes, ¢ und v azsgedriickt und dies sind die zwei un-
abhéngigen Grofen, die wir behalten wollen, um alle anderen kritischen Indizes
zu generieren. Wir fordern die Invarianz der Zustandsgleichung, also von

n(t,h) — n (tu, hutr) = um (t,h).

Dies ist eine Funktionalgleichung fiir n die gelost wird von

t t
_ pA,/A v ) _ puD-1
n(th)=h g (hAt/Ah> =h / (hu/»)'

Analog konnen wir das thermodynamische Potenzial ® diskutieren und er-
halten ® (¢,h) = hd%¢ ( }LJ/V ) Dies erméglicht uns neue Anwendungen: Die Ska-
lenfunktionen haben bei nichtverschwindendem h kein singuléres Verhalten und

kann entwickelt werden

t 12
uD . -
@O(h <1+clh#/’/+02h2ﬂ/l’+.“>.
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Diese Enwicklung zeigt uns u.a., was in Ginzburg-Landau letztlich schief
lauft - wir entwickeln zwar weiterhin in ganzzahligen Potenzen eines Parame-
ters, dieser hangt aber wiederum mit i.A. nicht-ganzzahligen Potenzen von phy-
sikalischen Grofien ab. Wir nehmen jetzt die schon oben in der Néhe des Pha-
seniibergangs hergeleiteten Formeln

2
n= —%g—i x hl/? Cp = —TC%Tg) ox h™¢

und erhalten damit auf einfachere Art und Weise als zuvor die allerdins
redundanten Beziehungen (ud —1)0 = 1 und pu (% — D) = €. Eine analoge
Entwicklung kénnen wir bei h — 0 und endlichem ¢ durchfiihren. Dabei ist zu
beachten, dass diese Entwicklungen auf den beiden Seiten des Phaseniibergangs
unterschiedlich ist. Bei ¢t > 0 koénnen wir nur gerade Potenzen von h haben, weil
sonst Vi = fg% nicht verschwinden wiirde. Auch hier lassen sich redundante
Beziehungen zwischen kritischen Exponenten herleiten.

Wir haben jetzt Beziehungen zwischen Exponenten hergeleitet, aber was sind
ihre Zahlenwerte? Dies hdngt vom Phaseniibergang ab und kann gemessen wer-
den, oder aus mikroskopischen Modellen rekonstruiert. Es fallt auf, dass die sehr
komplexe Physik eines statistischen Systems, in dem thermische Fluktuationen
und orndnende Wechselwirkungen wetteifern, sich auf sehr wenige Zahlen (nur
zwei unabhéingige!) reduzieren lassen. Es ist durchaus moglich, dass verschiedene
Systeme die gleichen kritischen Exponenten haben - wir sagen dann, die Syste-
me befinden sich in derselben Universalitidtsklasse. In diesem Sinne definiert die
Ginzburg-Landau-Theorie eine wichtige Universalitétsklasse.

Wie beschaffen wir uns die kritischen Parameter und die Form der Linie der
Phasentibergéinge? Nun, dafiir miissen wir als Theoretiker(innen) im Allgemei-
nen das zugrundeligende mikroskopische Modell 16sen. Einige kritische Systeme
sind exakt l6sbar. Daneben gibt es eine Reihe numerischer Techniken wie z.B.
die Quanten-Monte-Carlo Technik oder die numerische Renormierungsgruppe.
Wir wollen im folgenden eine Methode skizzieren, die gezielt auf den Skalenglei-
chungen aufsetzt: Die Renormierungsgruppe.

4.4 Die Renormierungsgruppe fiir Phaseniiber-
gange

Die Renormierungsgruppe fiir Phaseniibergédnge hat einen etwas ungliicklichen
Namen: Die Gruppeneigenschaft (die eigentlich eine Halbgruppeneigenschaft
ist), ist nicht ihr wichtigster Aspekt. Thre Grundidee ist, die Divergenz der cha-
rakteristischen Langenskalen am Phaseniibergang auszunutzen. Diese bedeutet
ja, dass die Physik auf kurzen Langenskalen immer unwichtiger wird, und eine
immer grobkornigere Beschreibung unseres kritischen Systems ausreicht. Dies
fithrt oft zur Selbstahnlichkeit kritischer Systeme (siehe Bilder aus der Vorle-
sung). Hier sollten wir uns vor Augen fithren, was das Skalieren mit Potenz-
gesetzen eigentlich bedeutet. Fiir Funktionen f(x/z.) (denken Sie an die Ex-
ponenzialfunktion) die also nicht von weiteren Parametern abhéngen, ist ganz
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klar z. (oder ein Vielfaches mit einem dimensionslosen Parameter, den wir bei
einer cleveren Definition von . eigentlich absorbiert haben sollten) die cha-
rakteristische Skala von z angibt. Bei Potenzgesetzen ist dies nicht moglich,
weil es immer willkiirlich wére: Ist (z/4)¢ eine Definition von 2. = 4 oder sagt
uns 4~ %% dass z. = 1 ist? Das konnen wir nicht enscheiden. Darum nennt
man dieses Potenzgesetzverhalten auch skalenfreies Verhalten, oder Verhalten
unendlicher Reichweite.

4.4.1 Grundgleichungen im Ortsraum

Wir beginnen unsere Analyse der Renormierungsgruppe im Ortsraum. Das ist
die anschaulichste Methode. Die Naherungen wéren allerdings im Impulsraum
wesentlich zuverlassiger, dies sprengt aber den Rahmen dieser Vorlesung. Die
Grundidee (Zeichnungen in der Vorlesungen) ist die Folgende

1. Wir starten vom mikroskopischen Modell, dessen Freiheitsgrade wir mit s
beschreiben wollen. Wann auch immer wir Formeln konkret machen gehen
wir davon aus, dass es sich um Spins handelt und s = +1 als Wertebereich
haben.

2. Wir definieren Blocks aus n von diesen Freiheitsgraden, die wir kiinftig als
einzigen, kollektiven Freiheitsgrad behandeln wollen. Wir definieren neue
Parameter s’ , die diese Blocks beschreiben sowie eine Regel, wie diese aus
den s bestimmt werden. Dies ist typischerweise eine “Abstimmungsregel”
der Form

1 wenns' ) s, >0
0 sonst

T(s';sl,SQ,...,sn):{

Dieses T ist eine Transfermatrix bei dieser Abbildung, dessen formale Be-
nutzung nachher klarer wird.

3. Wir bilden den Hamilton H (s) auf einen reskalierten Hamilton H (s') ab.
Dabei fordern wir, dass die Zustandssumme invariant bleibt in der Form

Z = Trse*ﬂﬁ(s) = Try Tr, H T(s';81...5n) e~ BH() = Trsfefﬁﬁ/(sl)
blocks

dabei miissen wir auch die kollektiven Variablen analog transformieren.
Der ineressante Teil des Hamiltons wird durch die Wechselwirkungen { K}
beschrieben, die zu neuen Kopplungen {K’} verdndert werden (renor-
miert) werden miissen. Diese Abbildung {K'} = R ({K}) heiit Renor-
mierungsgruppentransformation.

5. Wir starten mit dem neuen Hamilton bei Schritt 2.
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4.4.2 Renormierungsgruppe im eindimensionalen Isingmo-

dell
Wir studieren speziell die Renormierungsgruppe durch Blockspintransformatio-
nen im eindimensionalen Isingmodell Hignge = —K Y 8;8,41. Wir wissen aus

fritheren Vorlesungen, dass dieses Modell keinen ferromagnetischen Phasen-
iibergang mit 7, > 0 hat, aber Ordnungsphinomene bei T — 0 zeigt. Wir
werden dann die Ideen der Renormierungsgruppe verallgemeinern auf andere
Modelle und héhere Dimensionen. Als Spin-Blocks wihlen wir immer drei Spins
(Zeichnungs-Vorlesung) und fiir den Spin dieses Blocks iiberlegen wir uns die
denkbar einfache Regel, dass immer der Spin in der Mitte z&hlt. Die Transferma-
trix ist damit 7" (s'; s1, $2, $3) = 45, Die Renormierungsgruppentransformation
(im Ortsraum aus Dezimierung genannt) besteht jetzt aus dem Ausintegrieren
der Randspins. Wenn wir Spins $; ... s¢ aufteilen in zwei 3er Blocks (Zeichnung
in der Vorlesung), dann ist s = s2 und s, = s5. Dazu wollen wir deren Beitrag
zur Zustandssumme ePE 153 FKs3sacAKsasy qurch einen renormierten Ausdruck
ersetzen. Wir formen um

ePHssss = cosh (K s3sy) + sinh (K s3s4) = cosh K + s34 sinh K
=cosh K (1+ s3sq4z) a =tanh K

wobei wir dazu iibergegangen sind, K in Einheiten von kpT zu messen.
Wenn wir das fiir die anderen Terme machen, erhalten wir insgesamt fiir den
Beitrag zur Zustandssumme

cosh® K (1 4 x5 s3) (1 + ws354) (1 + z545)) =

3 / / 2 ( / / / 3. o
cosh® K [1+  (ss5 + 5354 + sa55) + 27 (s 54 + s 835485 + shs3) + 2°s) sh]

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Quadrate der Spins jeweils = 1 sind.
Wir sehen jetzt, dass beim Spuren iiber s3 und s4 alle Terme undgerade sind
und herausfallen, bis auf die Ordnung 22. Wir erhalten damit als Beitrag zur
Zustanddssumme

2% cosh® K (1 + 2®s)sh) = 2z (1 +2's)sh).

Wir werden gleich sehen, dass der Proportionalitdtsfaktor z die Physik nicht
beeinflusst. Was bleibt ist, dass wir die Kopplungskosntante renormiert ha-
ben gemiR K’ = tanh™! (tanh K )3 .Wenn wir das jetzt fiir alle Spin-Tripel in
der Kette machen, erhalten wir insgesamt den renormierten Hamilton H =

Ng(k) — K'Y, sis,,. Der Vorfaktor g(k) = —3log (E‘;’;‘lgg) — 2log2 hiingt
nicht von den Variablen des Systems ab und ist damit fiir die Thermodyna-
mik irrelevant. Wir sehen also, dass der Hamilton seine Form nicht &ndert. Was
passiert jetzt, wenn wir diese Renormierungsgruppengleichung iterieren? Wir
schreiben sie als 2/ = 2 mit = tanh K. Offensichtlich ist |z| < 1. Fiir |z] < 1
fithrt uns die Iteration immer auf  — 0. Fiir || = 1 auf || = 1. Letzterer Fall
entspricht K/kpT — ocoalso T = 0. Das bedeutet, dass die kollektive Physik des

Systems bei endlichen Temperaturen der des nichtwechselwirkenden Systems
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entspricht, es wird also paramagnetisch, nur bei T = 0 ist ferromagnetische
Ordnmung stabil. Dies entspricht der physikalischen Lésung aber z.B. nicht der
Molekularfeldtheorie. Dieses Verhalten der Parameter unter Iterierung der RG-
Gleichung nennen wir auch den RG-Fluss unter der RG und in der Vorlesung
malen wir dann ein Flussdiagramm.

Wie verhélt sich die Korrelationslange? Wir haben die Gitterkonstante um
einen Faktor b = 3 erhoht. Ausgedriickt als Funktion der Kopplungskostante
bleibt die physikalische Korrelationslénge also invariabt fiir £ (2') = £(z)/b mit
2’ = 3. Die Losung ist £ = ¢/logz = ¢/logtanh K mit einer Integrationskon-
stante c. Dies bleibt immer endlich, jedoch ist fiir " — 0 gerade

6_2K

1— _ _
tanh K = T3 2K ~1-2¢ K = (logtanh K) T (logl — e_QK) P 2K

was bedeutet, dass die Korrelationsldnge exponenziell anwéchst aber nicht,
wie bei einem echten Phaseniibergang, divergiert.

4.4.3 Renormierungsgruppe in héheren Dimensionen

Motiviert durch diesen Erfolg kénnen wir uns fragen, ob wir das gleiche Ergeb-
nis den auch in komplizierteren Modellen und héheren Dimensionen erhalten
kénnen. Die Antwort ist ein entschiedenes jein! Es wird nicht so elegant gehen,
dass wir keine weiteren Naherungen machen miissen. Dennoch kénnen wir sehr
wohl durch N&herungen innerhalb der RG etwas {iber die zugrundeliegenden
Modelle lernen. Wir wollen dieses Thema qualitativ diskutieren und am Ende
ein Beispiel rechnen.

Warum ging in einer Dimension alles so glatt? Nun, bei niedrigen Tempe-
raturen konnen wir durch eine Entwicklung des tanh K wie oben zeigen, dass
K' ~ K — (log3) /2. Das bedeutet, dass sich an der Physik eigentlich nichts
dndert und das System langsam weicher wird. Wir koénnen das physikalisch so
verstehen: Bei niedrigen Temperaturen sind die Spins fast immer parallel aus-
gerichtet. Thre Wechselwirkung ist gegeben durch die &dufseren Spins, d.h. wir
haben K’ ~ K(53>s,1:1 <54>s,2:1 ~ K. In zwei Dimensionen ist die Situation
anders: Die Blocks wechselwirken jetzt durch drei Paare auf der Kante, d.h.
bei starker Wechselwirkung konnen wir erwarten K’ = 3K - mit anderen Wor-
ten, die steigende Koordinationszahl (bei verschiedenen Gittertypen ist also die
Koordinationszahl das, was die Dimensionalitét wirklich ausmacht). Wir haben
also eine Wechselwirkungslinie statt den Wechselwirkungspunkten, in 3D eine
Fliche usw. wir erwarten in D-Dimensionen, dass K’ ~ bP~!K bei grofen K.

Damit sehen wir sofort, dass bei niedrigen Temperaturen / starken Kopp-
lungen ein stabiler Fixpunkt mit K~! = 0 entsteht. Andererseits muss das
System bei hohen Temperaturen paramagnetisch werden, also haben wir einen
Fixpunkt bei 8 — 0 mit K = 0. Dazwischen muss dann eine trennende Tempe-
ratur T* liegen (siehe Diagramm), so dass bei niedrigeren Temperaturen alles
zum magnetisierten und bei hoheren Temperaturen alles zum unmagnetisierten
Fixpunkt fliefst. Dies markiert also die physikalische kritische Temperatur.
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Die Analyse des RG-Flusses nah an den Fixpunkten erlaubt die Berechnung
der kritischen Exponenten. Wir diskutieren einen Fixpunkt K*, also R (K*) =
K* und nehmen an, dass K’ und K bereits in der Nahe sind. Wir kénnen dann
schreiben

K'-K*=R(K*+ K' — K*)—K* =R (K*)+R (K*) (K' — K)-K* =t (K' — K).

Im letzten Schritt haben wir die Abhéngigkeit der Ableitung der Renor-
mierungsgruppentransformation vom Skalenparameter b parameterisiert und
y =logR' (K*) /logb definiert. Nah am Fixpunkt erwarten wir, dass die Kor-
relationslénge skaliert wie r. o (K — K*)™”. Die RG-Transformation dieser
Lange ist £(K) = b¢ (K') und damit folgt

(K—K*) " =b(K' —K*) " =b[p (K —-K*)]".

Diese Gleichung ist nur losbar wenn v = 1/y. Wir werden spéter sehen,
wie wir ganz allgemein zeigen kénnen, dass die kritischen Exponenten gegeben
sind durch die Ableitungen der Renormierungsgruppentransformation in der
Nihe eines Fixpunkts. Anders gesagt: Die Wohldefiniertheit von y (die z.B. die
Differenzierbarkeit von R mit einschliefst) ist gleichbedeutend mit der Existenz
eines kritischen Exponenten.

Ein weiterer, entscheidender Aspekt, der die RG-Analyse in Dimensionen
D > 1 erschwert: Neben der Wechselwirkung zwischen direkt benachbarten
Blocken kénnen auch indirekt Spins aus den iibernéchsten Blécken wechselwir-
ken. Durch wiederholtes Anwenden der RG-Transformation enstehen so neue
Kopplungen im effektiven Hamilton (=sie werden generiert). Das bedeutet, dass
exakte RG-Hamiltonoperatoren immer komplizierter werden. Die Kunst der N&-
herung in der RG ist u.a., mit diesen neuen Kopplungen richtig umzugehen.

4.4.4 Umgang mit allgemeiner Renormierungsgruppentheo-
rie

Wir analysieren jetzt die Fixpunkte analog zu oben fiir den Fall mehrerer Kopp-
lungen {K}. Wir gehen wieder davon aus, dass R hinreichend differenzierbar
ist und lienearisieren die RG-Gleichungen um den Fixpunkt geméfs

oK.
8Kb |K7KA*

K, —K;=> Tu(Ky— K;) Tap=
b

Die Matrix T,p ist im Allgemeinen nicht symmetrisch, dennoch hat sie nor-
malerweise reelle Eigenwerte \;. Wichtig ist aber, dass die linken Eigenvektoren
e; im Allgemeinen nicht die zu Zeilenvektoren transformierten rechten Eigen-
vektoren sind, sondern unabhéngige Grofen. Aus diesen Eigenvektoren kon-
struieren wir Skalenvariablen geméaf u; = ), e; . (K, — K). Diese haben die
Eigenschaft, sich multiplikativ und entkoppelt zu transformieren

up = eia (K, —K;) = eaiTuy (Ko — K7) = > Newi (Ky — Kj) = N
a b
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wobei wir im vorletzten Schritt ausgenutzt haben, dass es sich um linke
Eigenvektoren handelt. Damit haben wir im Parameterraum des Systems, der
durch die Kopplungen aufgespannt wird, das Problem in einen Satz eindimensio-
naler Probleme zerlegt, die jeder einen RG-Eigenwert gemaf A\; = b¥* impliziert.
Die dazugehorigen Stérungen (=Abweichungen vom Fixpunkt) u; (Zeichnungen
Vorlesung) koénnen wir wie folgt klassifizieren

e wenn y; > 0 ist, heiflt die Stérung relevant. Eine kleine Abweichung vom
Fixpunkt wird durch wiederholtes Anwenden der Renormierungsgruppe
verstirkt und das System fliefst vom Fixpunkt weg.

e wenn y; < 0 ist, heifst die Storung irrelevant. Eine kleine Abweichung vom
Fixpunkt wird durch die RG wieder dorthin zuriickgetrieben.

e wenn y; = 0 ist, heifst die Stérung marginal. Nur durch Analyse hohe-
rer Ordnungen kann entschieden werden, wie sich das System verhilt.
Marginale Storungen liefern oft sehr exotisches Verhalten und werden im
Weiteren nicht betrachtet.

Wenn wir ein System mit N Kopplungen anschauen an einem Fixpunkt mit
n < N relevanten Eigenwerten, dann haben wir N — n irrelevante Eigenwerte.
Um den Fixpunkt existiert also eine N — n- dimensionale Hyperfliche an Punk-
ten, die an den Fixpunkt angezogen werden. Diese heifst kritische Fldche, denn
fiir die Punkte auf dieser Fliche wird die Physik bei groffen Langenskalen durch
die Eigenschaft des Phaseniibergangs diktiert. Typischerweise sind die Knicht
direkt experimentell kontrollierbare Parameter (es sei denn, man studiert ein
kiinstliches System wie z.B. ein optisches Gitter), steht aber in direkter Bezie-
hung zu diesen. Generell miissen also in einem Experiment n Parameter genau
eingestellt werden, um die kritische Fléche zu erreichen. Wir kénnen diese Fl&-
chen in einem Flussdiagramm (Vorlesung) diskutieren.

4.4.5 Beispiel: RG-Analyse des Ginzburg-Landau-Hamiltons

Wir wollen nun den Ginzburg-Landau-Hamilton mittels RG analysieren. Wir
teilen ihn auf in einen exakt losbaren freien Teil Hy und eine Storung V= Bn*.
Zunichst analysieren wir nur Hy. Wir wiederholen einige Relationen fiir den
D— dimensionalen Fall, um gleich leicht die Skalendimensionen herausziehen zu
kénnen. n wird Fouriertransformiert geméfs

(@) = / e CTGETGE / Lme ST (),

wobei L die lineare Grofe der Probe ist. Damit kénnen wir den freien Hamilton
im Impulsraum schreiben als ﬁozf(KAqu (at + q2) |ﬁ(cf)|2 . Hier erinnern wir
uns daran, dass der GL-Hamilton eine Beschreibung auf groffen Lingenskalen,
grofer als das zugrundeliegende Gitter, liefert und schneiden den Impuls dar-
um bei einem Maximum A « 1/a ab. Die freie Korrelationsfunktion ist dass

klarerweise G = (oaf + q2)_1 im Fourierraum (in dem wir so weit wie moglich
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bleiben wollen). Die RG-Transformation des Mittelns {iber die kiirzesten Léan-
genskalen mit Reskalieren um einen Faktor b entspricht im Impulsraum dem
Ausintegrieren von A/b < ¢ < A. Geméf diesem Schnitt teilen wir den Ord-
nungsparameter auf in 7 (7) = n (F) + 7 (7). Auferdem betrachten wir jetzt
wieder den nichtlinearen Term

V:B/dDrn‘*(F).

Wir teilen den Hamilton auf geméf H = Hy (1) + Ho (7) + V (1, 7) . Hier
sehen wir, dass die Fourierkomponenten in V nicht entkoppeln. Die Skalen-
transformation (wobei wir im Hinterkopf behalten missen, dass wir am Ende 7
reskalieren) wird dan durch folgende Gleichung bestimmt

J D7 exp (—BHo [7]) exp (=BV [n1,7])
J D7y exp (—BH, [1])
In niedrigster Ordnung in B fiihrt das zum entprechenden Hamilton
J Dij exp (=BHo [7)) V[, 7]
J Dy exp (—BHo [7])

Wir fithren hier also eine Gaufssche Mittelung iiber V' durch, welches die
Form eines Polynoms in 7 hat. Wir werden die Korrelationsfunktion bei grofien
Wellenzahlen bendtigen, also

L dPq e~ iar
G- | .

Jo<qer (2m)° 2 +at

exp (—3H] ) = exp (~8Ho m])

ﬁl ~ ﬁo [771] +

Jetzt konnen wir n* zerlegen als
4 _ _
((m+a)") =t + 603 (%) + (")

Hier haben wir ausgenutzt, dass das Mittelungsintegral iiber ¢, angedeutet durch
die spitzen Klammern, ein Gauf-Integral ist und damit insbesondere alle unge-
raden Momente verschwinden. Der letzte Term tragt nur eine n;- unabhéngige
Konstante bei und kann damit weggelassen werden. Interessant ist der Mittlere
Term, 672G (0) . Der renormierte Hamilton ist damit

1 1 _
H| = /dDr [2 (Vm)? + 3 (at + 6BG (0)) 7 + Bnf

Hier haben wir die ganzen Differenziale noch in den alten Léngen ausge-
driickt. Das miissen wir noch ausgleichen mittels

dPr = bPdPr Vb7V g — by

Die Transformation fiir n; ist notwendig, weil es z.B. eine Dichte einer inva-
rianten Grofe darstellen kann. Wir haben also

1 1 _
H| = / dPr! pP 22 {2 (V'i)? + 5b? (at + 6BG (0)) ni* + Bb> >t
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Wie bestimmen wir nun w;? Wir betrachten die Korrelationsfunktion des
freien Hamilton. Sie ist einerseits, wie oben gezeigt o< 1/¢* am kritschen Punkt,
skaliert also wie b>~P. Andererseits ist sie einfach das Produkt von Feldern, also
oc b™291, Damit ist wy = D/2 — 1 und wir sehen, dass der Vorfaktor in Hjzu 1
wird. Wir definieren ¢ = D — 4 und erhalten so die Flussgleichungen

at’ = b (ot +12BG(0))
B = ¥¥B.

Um dies auszuformulieren brauchen wir noch da Skalenverhalten von

5 dPq 1 A gPt / b ( at ) Kp
G(0) = —— =K d =Kp [ dgq” 31+ - AP=2 (1 — p2—
© /A<qu (2m)P ¢* +at D/A/b T2+ at b [ ¢ +oat D -2 (

b —

Hier haben wir Kp = Sp/ (27)” definiert. Ein Fixpunkt dieses Gleichungssys-
tems ist bei (0,0) und die Gleichungen sind linear. Die lokale Matrix ist mit der
entsprechenden Konstante C

- ( voC( V) )

0 b

Das charakteristische Polynom det (T — si) hat die Nullstellen s = b und s =
b, was uns sofort sagt, dass der Fixpunkt nur stabil ist, wenn ¢ > 0. Wir finden
die linken Eigenvektoren v, als die Transponierten der Eigenvektoren von 7. Zu
b¢ finden wir (0,1) und zu b2 finden wir (1,C). Damit sind die Skalenvariablen
B und at + CB. Wir interpetieren dies wie folgt: Wir erhalten tatséchlich einen
Phaseniibergang bei ¢ = 0,also T' = T,.. Die Stérung durch den Term vierter
Ordnung ist irrelevant. Dieser Fixpunkt, auch Gaufscher Fixpunkt genannt,
entspricht mean field / Ginzburg-Landau. Es gibt einen weiteren Fixpunkt bei
€ < 0, der von der dann relevanten Stérung aus dem Term vierter Ordnung
dominiert wird. Diesen zu analysieren geht iiber das Material dieses Kurses
hinaus.
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